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ОТ АВТОРА

Предлагаемое собрание упражнений естественно 
примыкает к ранее изданному выпуску „Педагогиче­
ской библиотеки учителя", озаглавленному „Арифмети­
ческие упражнения и функциональная пропедевтика 
в средних классах школы"1. Оно представляет собою, 
таким образом, вторую часть реализации общего за­
мысла — определить пути проникновения в среднюю 
школу идеи функциональной зависимости в процессе 
активной деятельности учащихся, направленной к усвое­
нию или усовершенствованию вычислительных и графи­
ческих навыков2.

Взаимоотношения между первой частью [I] и настоя­
щей второй [II] достаточно свободны в том отношении, 
что для выполнения упражнений из второй части вовсе 
не обязательно предварительно переделать все упражне­
ния из первой; и нет, вместе с тем, необходимости 
проделывать упражнения второй части (как и первой) 
непременно подряд, без пропусков. Каждое упражнение 
по большей части, как правило, носит законченный 
характер и имеет самостоятельную ценность: случаи, 
когда предпочтительным является все же предпослать 
данному упражнению те или иные из предшествующих, 
перечислены в частях I и II в конце .книги в особой 
таблице, где указано также, к какому разделу курса 
(по времени прохождения) рекомендуется отнести дан­
ное упражнение.

Часть II является продолжением части I не столько 
тематически, сколько в смысле уровня сложности со-

1 Эта книжка — в тех случаях, когда оказывается желательна 
сылка на нее, — в дальнейшем цитируется, ради краткости, цифрой 
] („первая часть"), с последующим указанием упражнения или 
траницы.

2 См. статью автора в „Известиях Академии педагогических наук”, 
VI, где изложены соответствующие теоретические соображения.
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вершаемых операций, и притом в тесной зависимости
от возраста учащихся. Так, например, вполне естествен­
но, чтобы при первоначальном ознакомлении в семилет­
ней школе с построением графиков функций по точкам 
учащиеся получали от преподавателя прямое указание 
относительно того, какие именно числовые подстановки 
им предлагается выполнить; на следующем этапе им 
уже может и должна быть предоставлена инициатива 
при выборе подставляемых значений независимой пе­
ременной. Но если первое практическое соприкоснове­
ние учащихся с идеей функции по тем или иным при­
чинам затянулось до IX класса, то на этой ступени 
ставить задачу с ограничениями или облегчениями, 
отвечающими детскому возрасту, было бы уже неу­
местным: итак, если даже учащиеся IX класса ранее 
не получили вовсе ничего из области функциональных 
идей (кроме, может быть, определения функции), пусть 
лучше им будет предложено упражнение 1 из части II, 
а не упражнение 8 из части I.

Из сказанного, однако, не вытекает, что преподава­
тель IX класса, допустивший отставание своих учени­
ков в направлении развития представлений о функциях, 
не сможет, в основном руководствуясь частью II, в от­
дельных случаях с пользой использовать тематику или 
приемы части I. В частности, на любой ступени сред­
ней школы не слишком поздно познакомить учащихся 
с сокращенным умножением и делением многозначных 
чисел (упражнения 4 и 5 части I).

Между VIII и IX классом, согласно учебной, ныне 
действующей программе, проходит значительный рубеж: 
учащиеся получают отвлеченное, обобщающее понятие 
о функции как о соответствии между двумя числовыми 
множествами; им сообщается к этому времени функцио­
нальная терминология и символика; должны к этому 
же времени стать обиходными такие слова, как, напри­
мер, „абсцисса11, „ордината0 „координатная система0. 
Поэтому в части II наших упражнений идет речь уже 
не о функциональной пропедевтике, а об укреплении 
и дальнейшем развитии идеи функции, а также ее раз­
личных геометрических представлений. С другой сторо­
ны, на высшей ступени совершенствование вычисли­
тельной, арифметической техники, если и не отступает 
решительно на второй план — напротив, от учащегося 
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старшего возраста следует требовать большего в смыс­
ле точности и аккуратности! — то все же уже менее 
пригодно как „видимая", осознаваемая самими учащимися 
цель упражнений.

Ориентировочно первый десяток упражнений настоя­
щего сборника предназначается для IX класса, осталь­
ные могут быть распределены между X и намечаемым 
XI классом школы, входя в состав математического 
практикума последнего года обучения.

Со стороны тематики упражнения 1. 2, в. 7, 11, 12 
имеют целью ближайшее знакомство с функцией и ее 
атрибутами (непрерывность, разрывы, изменяемость 
и т. п.) и с графическим представлением уравнений; 
упражнения 3, 4, 5, 9, 22 посвящены решению уравне­
ний, причем графикам предоставляется ведущая роль 
в деле выработки правильных представлений о суще­
ствовании и числе решений. Упражнение 13 дает мате­
риал, относящийся к подбору уравнения по заданному 
графику — в том минимальном объеме, в котором это 
существенно необходимо для каких бы то ни было 
приложений. Упражнения 8, 10, 19 и другие преследуют 
цели усовершенствования техники логарифмических 
вычислений. Упражнение 14 укрепляет умение пользо­
ваться таблицами натуральных тригонометрических 
величин, тогда как следующие упражнения 15 — 21, 
также посвященные тригонометрии, наряду со смежны­
ми вопросами, в основном имеют своим предметом 
гармоническое колебание и его свойства. Наконец, 
последние упражнения^23 и 24 отданы текстовым за­
дачам „на изменяемость"; одно из них — геометриче­
ского, другое — механического содержания. Следует 
заметить, что в математическом практикуме выпускного 
класса число рассматриваемых задач последнего рода 
должно было бы быть довольно значительным, и в двух 
упомянутых упражнениях нужно видеть лишь образцы.

Предлагаемые упражнения не подразумевают (со 
стороны учащихся) ни умения применять методы диф­
ференциального исчисления, ни знания каких-либо 
фактов или формул аналитической геометрии, если не 
говорить об основных представлениях, усваиваемых 
в процессе выполнения самой работы. Тем не менее, 
если бы в ближайшие годы основы анализа и анали­
тической геометрии вошли в программу выпускного
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класса средней школы, то некоторые из упражнений 
настоящего сборника могли бы допускать „доработку", 
которая имела бы более близкое отношение к этим 
„высшим" разделам математики. Но относящиеся сюда 
указания в случае надобности будут даны в другом 
месте.

План изложения каждого упражнения тот же, что 
и в части I: тексту упражнения предшествует краткое 
изложение (схема) вводной беседы, которую преподава­
тель проводит с классом, „налаживая" работу; затем, 
после образца самого упражнения, следуют методиче­
ские указания, о б р а щ е н н ы е  к  у ч и т е л ю ,  а не к уча­
щимся. Как правило, работа должна быть начата уча­
щимися в классе, закончена дома и затем „сдана" учителю, 
который, регистрируя ее поступление, при „приеме" 
работы ставит на ней свою подпись. Исключение со­
ставляют работы 3 и 14, не требующие никаких пред­
варительных бесед: они заканчиваются в классе на про­
тяжении одного урока.

Все работы строго индивидуализируются посредством 
распределения различных значений параметров, причем 
во многих случаях рекомендуется применение „цифро­
вого набора" (ящичек, стакан или мешочек с 1000 — 2000 
карточками размером в 1 см2, на которых стоят цифры 
0, 1, 2 , . . . ,  9). В каждом из упражнений указаны способы 
проверки или контроля, облегчающие работу учителя.

Наряду с „основным листом", на котором размеща­
ются чертежи, таблицы и важнейшие формулы, учащий­
ся, как правило, представляет преподавателю и „вспо­
могательный лист", содержащий вычисления.

Предлагаемые упражнения рассчитаны на „среднего" 
учащегося: они не предполагают особенно высокого 
уровня развития и не преследуют цели развития мате­
матической изобретательности. В принципиальных за­
труднениях пусть учитель с готовностью придет на по­
мощь всему классу в целом или каждому учащемуся 
в отдельности, и притом в любой момент — во время 
„предварительной беседы", в процессе упражнения или 
при „приеме" упражнения. На учащегося возлагается 
в обязательном порядке лишь одно: выполнить все 
операции, служащие к достижению поставленной и 
правильно понятой цели. Поэтому наши упражнения 
носят наименование .вычислительных и графических", 
б



Заметим, что в условиях индивидуализации всех 
работ нет никаких оснований препятствовать и взаимным 
консультациям учащихся в то время, когда работа на­
ходится в „домашней" стадии.

При „приеме“ работ преподавателю нужно рекомен­
довать быть в меру и разумно требовательным: доби­
ваться сознательного отношения к работе и тщательности 
(старательности и аккуратности) в выполнении, настаи­
вая на „переделках" в тех случаях, если имеются 
ошибки по существу; что же касается второстепенного 
характера несовершенств в чертежах, в расположении 
действий ит. п., то, не обнаруживая никакой терпимо­
сти к допущенным случайным промахам, лучше иной 
раз кое-какие грехи „простить," предупреждая, что­
бы „в другой раз" они не возникали.

Имея в виду средний класс и среднего учащегося, 
мы все же легко допускаем, что в иных ситуациях 
преподаватель, знающий своих учеников, основательно 
продумав упражнение, к которому он приступает, 
найдет нужным внести те или иные видоизменения в 
дозировку материала или времени, так или иначе пере­
строит „вступительную беседу", упростит условие задачи, 
пожелает придать таковому более жизненное содержа­
ние1 и т. п. Мы в особенности приветствовали бы даль­
нейшее расширение собранных нами задач в смысле 
придания им большего тематического разнообразия, 
и видели бы в этом одно из лучших проявлений педа­
гогического творчества.

1 Быть может, слишком „архаической" покажется, например, 
фабула упражнения 9 (мы отдали ей предпочтение из соображений 
краткости а наглядности). '



I. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ ПОТОМКАМ
*

Упражнение имеет в виду укрепление стандартного приема точеч­
ных построений на примере дробной рациональной функции 

2-й степени; подготовляет к понятию предела и идее непрерыв­
ности.

Если одна переменная величина (буква) представлена 
в виде некоторого выражения, зависящего от другой 
переменной величины (буквы), то первая величина 
есть ф у н к ц и я  другой. Например, равенство

2х  — 1 ..,
У— хз-йх-з  Ш

определяет величину у как функцию величины д:. 
Придавая величине х ( н е з а в и с и м о й  п е р е м е н ­
н о й ,  а р г у м е н т у )  различные значения и производя
вычисления, указанные формулой, мы получаем раз­
личные значения величины л; и различные значения 
величины у, причем каждому значению величины л; 
с о о т в е т с т в у е т  некоторое значение величины у. 
Например, если мы положим х — 5 в формуле [1], то 
получим: 2.6-1 3

У ~  52 — 2-5 — 3 4 '

с 3так что значению х = 5 соответствует значение у —
То обстоятельство, что величина у есть функция 

величины х, сокращенно обозначают символом:
у =/(*).

В интересующих нас случаях не будет ошибочным 
представлять себе, что этот символ / обозначает сово­
купность математических действий, которые нужно 
выполнить над числовым значением х, чтобы получить 
соответствующее числовое значение у. Другими сло­
вами, . он обозначает ф о р м у л у ,  стоящую в правой 
части заданного равенства.
S



Так, в нашем примере мы имеем:
2х — 1

/(-*) хг — 2х—-3 '
Подставив вместо буквы х число 5, мы получаем:

f (5) — 2,5 — 1 — JL
Таким же образом:

/(Ю):

-2-5 — 3 '

2-10—1 
102 -2-10 — 3

19
77

№

2-- 1

(4)'-24-

_8_ 

15 !

и т. п., и следовательно, значениям х, равным 5,10,-у
3 19 8соответствуют значения у, равные у , у, —jg-.

При вычислении значения y=f(x) по заданному 
значению х в нашем примере [1] нет необходимости 
над значением х и входящими в формулу постоянными 
числами выполнять иные действия, кроме четырех 
основных (рациональных): сложения, вычитания, умно­
жения и деления. Это дает повод заданную функцию [1] 
называть р а ц и о н а л ь н о й .  Так как без деления в этом 
примере обойтись никак нельзя, то мы имеем дело 
с д р о б н о й  рациональной функциейг.

Несомненно, вы, уже не в первый раз встречаетесь 
с функциями, вы, наверное, знакомы также с геометри­
ческим представлением функций на прямоугольной 
(декартовой) сетке. Раз установлено, что данному 
числовому значению х, скажем, значению х = 5, соот-

X -|— 11 Напротив, функцию f(x) — - ^— нельзя считать дробной, 
так как она допускает представление

/(•*) = 4~ -Х + -3-,
подразумевающее выполнение рациональных действий без д е л е ­
н и я  над числом, обозначенным буквой х ,  и постоянным чи-
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ветствует числовое значение у, равное -j-, т. е. что

/(5) = 4-
то мы получаем о д н у  и з  т о ч е к  г р а ф и к а  данной 
функции f(x), именно, точку 5, —^ с абсциссой я = 5

з
и ординатой y=-j- ■ Таким же образом можно полу­
чить сколько угодно других точек; например, точки 
(lO, и т. д. Каждая из этих точек
имеет координаты, у д о в л е т в о р я ю щ и е  данному 
уравнению [1]. Г р а ф и к о м  ф у н к ц и и  /(я), заданной 
равенством [1J, или графиком у р а в н е н и я  [1] на­
зывают с о в о к у п н о с т ь  („геометрическое место") 
тех точек координатной плоскости Оху, координаты 
которых удовлетворяют уравнению [1].

В с е х  точек графика, конечно, построить нельзя, 
так каких бесконечное множество; по той же причине 
нет также возможности построить все точки графика, 
абсциссы которых заключены в данных пределах (на­
пример, 0<я<1). Но можно построить о ч е н ь  
м н о г о  и даже с к о л ь к о  у г о д н о  точек графика, 
в ы б и р а я  их достаточно близко отстоящими одна от 
другой с таким расчетом, чтобы в дальнейшем, соеди­
няя их плавной линией, получить график функции с из­
вестным, практически достаточным, п р и б л и ж е н и е м .

Выбор точек графика, отмечаемых на чертеже, 
подразумевает наличие инициативы и может быть 
сделан более или менее удачно. Чаще всего, выбирая 
точку или ряд точек, указывают значения их абсцисс я: 
это вполне естественно, так как уравнение вида у =/(я) 
позволяет по абсциссе х определить ординату у. Зада­
вая себе числовое значение я и вычисляя по формуле 
соответствующее значение у, ищут точку графика, 
расположенную на данной прямой, параллельной верти­
кальной оси Оу. Но можно также искать точки графика, 
расположенные на данной прямой, параллельной гори­
зонтальной оси Ох; тогда придется, придавая в урав­
нении у =/(я) числовое значение букве у, решать это 
уравнение относительно я. Иногда бывает удобно ста­
вить вопрос и более широко — разыскивать точки 
графика, принадлежащие данной, как угодно расцодо- 
10
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женной прямой или кривой линии; тогда дело сводится 
к решению с и с т е м ы  уравнений относительно х и у.

Поставим своей задачей построить график функции, 
заданной уравнением [1].
— У

«А

j у

J

О

D
Р

Е• 1 F:--- G-. -Л
R

г

2 О в

- \ с •

-О N1
-з

-4
о

'
}
1__i__ — -5 L

Оо

Черт. 1

Попробуем хотя бы давать переменной х целые 
положительные значения, начиная с х = 1, или лучше 
с х = 0 (значение х== 0 проще подставить), немедленно 
отмечая каждую полученную точку на чертеже1.

1 Очень маленьким крестиком или кружочком? Дело вкуса. 
Но непременно — чрезвычайно аккуратно: таким образом, чтобы 
„центр" крестика или кружочка как раз попадал туда, куда нужно.

1)



Мы получим последовательно

яо)=4> / ( o = - 4 - , / ( 2 ) = - i ,

или, записывая в виде таблицы
X У
0

1
3

1
1
4

2 - 1.

Это дает нам точки, отмеченные на чертеже 1 
буквами А, В, С. Если попытаемся, дальше, подставить 
значение х — 3, то столкнемся с новым, и притом 
исключительным, обстоятельством; числитель дроби 
принимает значение 5, а знаменатель оказывается рав­
ным н у л ю ,  и таким образом деление невыполнимо. 
Это значит, что значению х = 3 (как исключение) не 
соответствует н и к а к о е  значение _у; другими словами, 
на вертикальной прямой л: = 3 нет ни о д н о й  точки 
графика. В табличке это обстоятельство можно отме­
тить черточкой (в столбце значений у), а на чертеже 
прямую х = 3 провести пунктиром, чтобы не забыть, 
что на ней нет точек графика.

Далее, подставляя х — 4 и х = 5, получим:

/(4) = -f = 1,40, f( 5) = -^ = 0,75,

и на чертеже появляются точки D и Е. Продолжаем: 

/(6) = Д-~°>52> ЯП = S~0,41, /(8) = -g------------------------ 0,33;
отмечая соответствующие точки F, G, Н на чертеже, 
видим, что они располагаются с известной правиль­
ностью: с увеличением абсциссы х ордината у умень­
шается, и сами точки как будто бы приближаются 
к оси Ох. Так ли это на самом деле? Довольно скучно 
подставлять дальше подряд все целые положительные 
значения х\ но мы попробуем подставить очень большое 
значение х, например, х — 100. Получаем:

f (i оо) 9797
200 ___1_ 

10000“ 50'

Т2



Этот результат отнюдь не опровергает нашего пред­
положения, так как значение у получилось очень 
маленькое; но, конечно, он и не подтверждает нашего 
предположения полностью. Может быть, не так просто 
догадаться, что нужно сделать для того, чтобы справед­
ливость этого предположения стала достаточно явной; 
нужно выполнить совсем элементарное тождественное 
преобразование — разделить числитель и знаменатель 
дроби на х2 (это — самая старшая степень х в числи­
теле и знаменателе):

2 1

Теперь видно отчетливо, что с н е о г р а н и ч е н н ы м  
в о з р а с т а н и е м  х (запись: х —»оо) оба члена в числи­
теле, а также второй и третий члены в знаменателе, 
н е о г р а н и ч е н н о  у б ы в а ю т ,  и л и  с т р е м я т с я
к  н у л ю  ^запись: — —>0, -р-—»0, >0j , тогда как
первый член в знаменателе не меняется — остается 
равным единице. В таком случае числитель дроби 
также неограниченно убывает, приближаясь, или „стре­
мясь “ к нулю , а знаменатель дроби
неограниченно приближается, или „стремится" к еди- 

Н И ц е ( 1 —  .
Что же касается всей дроби, то раз ее числитель 

приближается к нулю, а знаменатель — к единице, сама 
дробь, очевидно, приближается („стремится") к нулю:

2 1

Обратим внимание на то, что этот важный результат 
нами получен благодаря только тому, что мы не­
сколько иначе переписали формулу, дающую у.

Итак, точки графика, следующие за D, Е, F, G, Н, 
в самом деле приближаются все больше и больше
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к ойн Ох, й можно также сказать, что и сам график 
(кривая) приближается к этой оси1.

Все это дает нам возможность соединить все на­
званные точки, начиная с Д плавной кривой, все теснее 
в дальнейшем — при движении вправо — примыкающей 
к оси Ох. Сделаем это.

Продолжение нашей таблички таково:
х у

3 —

4
7

5 — 1,40

5 3 _
4 0,75

6
11
21 0,52

7 13
32 ~ 
1 
3

0,41

8 0,33

100 199
9797 — ^ = 0,02

-> оо ->0

Может быть, у вас возникнет сомнение, так ли уже 
плавно идет кривая между точками D и Е, Е и Е 
и дальше, как мы нарисовали. Для проверки найдем 
еще промежуточную точку, с дробной абсциссой, на­
пример, между Е и F, полагая х = б4у- ■ Тогда полу­
чим значение у, равное

Полученные значения ха у следует внести в таб­
личку и полученную точку отметить на чертеже: на­
зовем ее /. Вы убедитесь, что она оказалась именно 
там, где можно было ожидать. Вы могли бы сами про­
делать еще такие же опыты.

1 Говорят: „асимптотически" приближается. Ось Ох  является 
„асимптотой" нашей кривой.
14



Теперь вправо от точки D у нас уже проведен® 
сплошная линия. Но продолжится ли эта линия влево 
от D? Нет никаких оснований соединять „плавной" 
кривой точки С и Д так как ведь нам известно, что 
на пунктирной вертикали, соответствующей значе­
нию х = 3, нет ни одной точки кривой. Но все же 
ничто не препятствует подставлять в формулу значе­
ния х, заключенные между Зиф получаемые при 
этом точки должны образовать какое-то продолжение 
нашего графика влево от точки D.

Очень интересно: куда же пойдет график влево 
от D, раз он не может пересечься с пунктирной верти­
калью? Решить этот вопрос мы никак не можем по 
своей собственной воле и своему усмотрению: ответ 
должно дать уравнение. От нашего произвола зависит 
только одно — выбирать те значения х, которые мы 
подставляем.

Итак, возьмем значение х = 3-^-. Мы получаем тог­
да значение у, равное

Получается точка ./: она лежит значительно выше 
чем прежде полученные точки, — значит, при движении 
налево кривая идет вверх.

Продолжим построение по точкам: выберем еще
хотя бы значения х — 3 ^- и х = 3-^- и даже х - -

= 3^. Результаты видны из продолжения нашей 
таблички:

х | У

3— 6 2
8
3 " -2,67

3_L 
6 з

51
13 "-3,92

3L 
6 4 88 

17 "-5,18
3-L_°100 — 125
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Точки К и L, соответствующие значениям л; = 3-2- 
1 6 и х=3-£~, можно отметить на чертеже (кривая про­

должает уходить вверх!). Но точка Ж, соответствующая 
значению х = 3 щ , на чертеже уже никак не умещается.
Она, однако, свидетельствует неопровержимо о пове­
дении кривой.

Установленные обстоятельства позволяют догады­
ваться, что если л: неограниченно приближается к числу 3 
с п р а в а  (т. е. принимая значения, которые б о л ь ш е  
чем 3), то соответствующие значения у при этом не­
ограниченно возрастают:

_у->-оо при х->3, л>-3;
значит, от точки D можно провести через точки J, 
К, L  плавный график, круто поднимающийся вверх 
и „асимптотически" приближающийся к пунктирной 
вертикали х=3.

Более точно последнее утверждение может быть обосновано 
следующими соображениями. Мы даем переменной х  значение 
вида 3-j-Л, где Л — неограниченно убывающая положительная вели­
чина. В таком случае переменная у  принимает значение:

2(3+/г) — 1 5 + 2/г 5+ 2/t m
(3 + Л)2 — 2 (3 + /г) — 3 4/2 + >га (4 + /г) /г ' iiJ

Глядя на последнее выражение, мы убеждаемся, что при 
h->  0 выражение, стоящее в числителе, неограниченно прибли­
жается („стремится") к числу 5 (5 + 2Л->5), тогда как в знаме­
нателе первый множитель 4 + h  приближается к 4 (4 + h  -> 4), 
а второй — к нулю (/г-> 0), так что весь знаменатель, очевидно, 
также стремится к нулю:

(4 + h)  h  -> 0.
Раз числитель приближается к 5, а знаменатель к 0 (причем 

оба они положительны), то нетрудно заключить, что вся дробь 
неограниченно возрастает:

5 + 2 / г
( 4  +  h)  h  0 0

Мы получили, таким образом, одну „ветвь" нашего 
графика, на которой последовательно (в порядке воз­
растания х) располагаются отмеченные нами точки I, 
К, J, D, Е, /, F, G, Н.

Но, как видно, есть и иные ветви кривой: об их 
существовании свидетельствуют хотя бы точки А, В, С. 
16



Этих точек еще слишком мало, чтобы можно было 
отдать себе отчет в расположении проходящей через 
них ветви кривой. Куда пойдет кривая вправо от точки С? 
С пунктирной вертикалью она пересечься не может. 
Нам придется подставлять в данную формулу значения х, 
удовлетворяющие условию 2<д;<3. Подставляя, на- 

1 2  3пример, значения 2-у, 2-д-, 2-^, мы получаем в на­
шей табличке:

л: У

2— z 2
1

2ь-1 -2,29

2— z 3
39

~ 11 — 3,55

2 3 24 _ А КП^ 4 5 .

и соответствующие точки (скажем, N, Р, Q) можно 
сейчас же отметить на чертеже. Теперь уже легко 
догадаться, что справа от точки С кривая пойдет в н и з ,  
„асимптотически" приближаясь к той же самой пунк­
тирной вертикали: при неограниченном приближении 
переменной х к числу 3 с л е в а  (т. е. при условии, 
что л; принимает значения, меньшие чем 3) переменная у, 
сохраняя о т р и ц а т е л ь н ы й  знак, будет неограни­
ченно возрастать по абсолютному значению. Запись:

у-* — оо при х-+3, л<3.
Высказанное предположение подтверждается вычислением

2(3 — ft) — 1 _ 5 — 2 Л
"(3 — ft)1 2 — 2 (3 — ft) — 3 ~ (4 — ft) ft 00 ’

в самом деле, рассуждая как раньше, мы убеждаемся, что по 
абсолютному значению дробь неограниченно возрастает, что же 
касается знака, то при достаточно маленьких значениях ft он, 
очевидно, отрицательный.

Мы имеем теперь возможность провести плавную 
кривую вправо от точки А через точки В, С, N, Р, Q, 
падающую вниз и асимптотически приближающуюся 
к нашему пунктиру.

1 Достаточно заменить Л на — ft в формуле [1].
2 В. Л. Гончаров 17



когда начнем вести график от А к В, сейчас же 
возникнет вопрос: в какой точке он пересекается с гори­
зонтальной осью Ох? Ответить нетрудно, придав этому 
вопросу „аналитическую” (алгебраическую) форму: 
какое значение нужно дать переменной я, чтобы функ­
ция у обратилась в нуль? Нам останется после этого 
решить уравнение у — 0, или

оно имеет т о л ь к о  один1 корень л: = . Таким об­
разом, мы получаем еще одну точку кривой, именно, 

(см. чертеж 1); через нее и нужно вести
график.

Предыдущее рассуждение дает и более далеко 
идущий результат: так как корень уравнения у = 0 — 
единственный, то больше нет на оси Ох (ни вправо ни 
влево от оси Оу) ни одной точки, которая принадле­
жала бы нашему графику,

Однако „точечное" построение графика данной функ­
ции еще не закончено: мы рассмотрели пока только 
положительные значения х — начерчена только та часть 
графика, которая лежит в правой полуплоскости.

Что делать дальше, если хотим получить в е с ь  гра­
фик? Проще всего пробовать подставлять по порядку 
сначала целые отрицательные значения:

х== — 1, х = — 2, х = — 3 и т. д.
Но в нашем примере первый же шаг приводит нас 

к затруднению, с которым мы уже встретились при 
подстановке значения х=3: знаменатель дроби при 
х — — I обращается в нуль (тогда как числитель от­
личен от нуля). Значит, деление невозможно. Поста­
вим опять черточку в надлежащем месте таблички. 
Проведем новую пунктирную вертикаль на чертеже 
и будем помнить, что на ней нет точек кривой.

Нет необходимости так же подробно, как раньше, 
описывать, как мы будем исследовать, „что делает"

1 Если дробь равна нулю, то н е п р е м е н н о  ее числитель 
равен нулю.
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кривая, приближаясь „к точке х=— 1“ справа и Слева, 
как будут обнаружены точки графика слева от второй 
пунктирной вертикали, как мы станем изучать „пове­
дение0 кривой при услозии, что переменная х будет 
принимать неограниченно возрастающие по абсолют­
ному значению, но отрицательные значения („стремясь 
к минус-бесконечности“, х— оо)1.

Упражнение 1

Построить по точкам, самостоятельно выбирая зна­
чение независимой переменной х, график следующей 
дробной рациональной функции

l x 2 + тх  4- п  
ах 2 + Ьх  + с  '

Выделить „особенные точки0, или „точки разрыва", 
в которых функция не имеет никакого значения. Вы­
яснить, как „ведет себя0 график при приближении не­
зависимой переменной х и к этим особенным точкам 
справа и слева. Выяснить, как „ведет себя0 график 
при неограниченном возрастании х при условии, что 
х сохраняет: а) положительный, b) отрицательный знак.

Не п и с а т ь  н и ч е г о  л и ш н е г о :  дать на основ­
ном листе табличку и чертеж, вынося (если нужно) 
арифметические вычисления и алгебраческие преоб­
разования на вспомогательный лист.

Образец

(прежний пример)

О с н о в н о й  л и с т

Л е в а я  с т о р о н а :  чертеж 2.

1 В классной обстановке необходимо, напротив, сделать все 
до к о н ц а ,  хотя бы и не слишком детализируя рассуждения, но 
ограничиваясь выяснением сути дела.
2* 19



В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т  не приводится. Заметим, одна­
ко, что здесь должны быть выполнены вычисления вроде сле­
дующих:

х— -1  +h,
_ 2 ( - 1 + h)  — 1

у  —  ( - 1 + й)2 -  2 ( - 1 + ft) - 3
3
t

- 3 4- 2ft 3-2h  _
— - 4h  + Л» ~ h  (4 - ft)

/ \
0 4



П р а в а я  с т о р о н а

*1 У X  1 У * ! У

0
1 13

— 0,41
1 88

3 7 "32 3Т 1у — 5,18

1
1 1 1
4 8 3 — 0,33 3 Too — 125

2 - 1 100
1

~ 50 3-м -> СО
3 — -> СО — 0 ( .h  ->-0)
4

7
~Ь  = 1,40

»4
8
3 — 2,67 4

16
— -у-------- 2,29

5
3

Т = 0,75
»4

51
13 — 3,92 4 39

уу — — 3,55
11

0,52 з 246 21 ~ 2Т —------------ 4,80
3 — h  

(Л-0)
-> — СО

-*1 У X У

1
3 16

0 2 9
2 - 1 —А -> — СО
1
2 4-1,14

(Л - 0)

- 1 + А
{h > 0)

-> СО

— 2 -1
7

— О 12
1

~~~ 5— 10
->— СО ->- 0

Методические замечания

1. Распределяемые между учащимися функции (ра­
циональные дроби) имеют в знаменателе многочлен 
второй степени с целыми коэффициентами и корнями, 
причем предпочтительно (но не исключительно) — один 
корень положительный и один отрицательный; в чис­
лителе — многочлен первой или второй степени с легко 
определимыми рациональными корнями.

Примерный ассортимент дробей (24 примера) дается 
следующей таблицей числовых значений коэффициен­
тов;

2 1



j №
 п

ри
ме

ра
Числитель — первой 

степени

№
 п

ри
ме

ра

Числитель — второй 
степени

а ь С 1 т п а ь С 1 т п

1 1 —2 —3 0 2 0 1 I —2. -3 1 -1 0
2 1 -2 -3 0 1 -5 2 1 -2 -3 1 2 0
3 1 —1 -2 0 2 0 3 1 -1 —2 1 2 0
4 1 -1 -2 0 1 -4 4 1 —1 —2 1 -3 0
5 1 0 —1 0 2 —1 5 1 0 —1 1 —3 0
6 1 0 -1 0 1 -2 6 1 0 —1 1 -5 6
7 1 1 0 0 1 -3 *7 1 1 0 1 -6 9
8 1 -1 -6 0 3 0 *8 1 —1 -6 1 0 0
9 1 —1 -6 0 1 -1 *9 1 -4 4 1 -1 0

*10 1 -2 1 0 1 -2 *10 1 6 9 1 -3 0
*11 1 -4 4 0 1 1 *11 1 -4 4 1 0 0
*12 1 -6 9 0 1 —1 *12 1 -6 9 1 2 1

Число примеров можно автоматически удвоить, ме­
няя знак при членах с первыми степенями л: (коэф­
фициенты b и т). Это изменение знака влечет за собой 
преобразование симметрии относительно вертикальной 
оси.

2. Следует иметь в виду, что если числитель — 
многочлен второй степени, то при л; -► оо или 
л:-* — сю вместо у -*■ 0 будем иметь у -» k, где k — 
отношение старших коэффициентов (т. е. коэффициентов 
при вторых степенях) в числителе и знаменателе; так 
как старший коэффициент в знаменателе мы берем 
равным 1, то k просто равно коэффициенту I при вто­
рой степени в числителе. Таким образом, кривая асимп­
тотически приближается не к оси Ох, а к некоторой 
прямой, ей параллельной.

3. Примеры, отмеченные звездочкой, обладают той 
особенностью, что числитель или знаменатель (или и 
числитель и знаменатель) им^ет двойные корни. Двой­
ной корень в числителе соответствует тому, что кри­
2 2



вая к а с а е т с я  оси Ох, не пересекая ее. Двойной ко­
рень в знаменателе соответствует тому, что по обе 
стороны пунктирной вертикали в точке разрыва кривая 
уходит в бесконечность в одном и том же направле­
нии. Самые простые примеры: у = хг и у — -~.

4. Преподаватель должен в основном следить за пра­
вильностью ч е р т е ж а ,  лишь в сомнительных случаях 
заглядывая в таблицу или обращаясь к вспомогатель­
ному листу. Существенно также следить за правиль­
ным употреблением знака перехода к пределу 
Хотя этот знак редко встречается в литературе, но им 
постоянно пользуются в математическом просторечии.

5. Не следует, предлагая классу настоящее упражнение,
озабочиваться вопросом о том, пройдена или не пройдена 
„теория пределов". На данном этапе, пользуясь знаком перехода 
к пределу вовсе не обязательно давать определение пре­
дела или даже произносить слово „предел": используйте образные 
обороты речи, приведенные во вводной части. Впрочем, беды не 
будет и в том случае, если вместо „стремится к числу" скажете 
„стремится к пределу"; но избегайте оборота речи „предел та­
кого-то выражения равен...".

Настоящее упражнение может быть отчасти рассматриваемо 
как п р о п е д е в т и к а  понятия предела, подводящая под это по­
нятие наглядно-геометрическую базу.

В частности, недопустимо, конечно, ссылаться на „теоремы 
о пределах" (предел суммы равен сумме пределов и т. п.): напро­
тив, если придется в дальнейшем формулировать эти теоремы, 
вы сошлетесь, может быть, на эти, уже знакомые, примеры.

От учащегося нужно добиваться заключений, вроде

5 +2ft
(4 +Л) ft “*■ 00 >

путем наводящих, в упор поставленных вопросов: „Рассмотрим 
о т д е л ь н о  числитель и знаменатель", „Что делает числитель?"; 
„Что делает первый множитель в знаменателе?"; „Что — второй?"; 
„Если одна величина очень близка к 4, а другая очень-очень 
мала, каково их произведение?"; „Если числитель близок к 5, 
а знаменатель очень мал, что можно сказать о дроби?" и. т. п. В ы з ы в а й т е  д в и ж е н и е  м ы с л и .

6. Относитесь т е р п и м о  к недостаточной точно­
сти арифметических вычислений (в таблице), если чер­
теж правилен. Если чертеж неправилен, у к а з ы в а й т е  
на недостаток точности или на недостаточное число 
подстановок и требуйте п о п р а в о к .

7. После окончания работы обратите внимание уча­
щихся на то, что с выделения „особенных точек1*

23



стоило бы начать работу. Предложите представить за­
данные функции таким образом, чтобы и знаменатель 
и числитель были разложены на множители, и отве­
тить на вопрос: „Каков г е о м е т р и ч е с к и й  с м ы с л  
того, что числитель (или знаменатель) при таком-то 
значении л; обращается в нуль?". Все это, естественно, 
подведет к Упражнению 2.

2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ
(.Продолжение)

ЗНАК ФУНКЦИИ, ВОЗРАСТАНИЕ И УБЫВАНИЕ.
НАИБОЛЬШИЕ И НАИМЕНЬШИЕ ЗНАЧЕНИЯ

Упражнение имеет в виду, используя тот же материал, ра­
ционализировать точечные построения на основе привлечения 
внимания к „поведению" („ходу") функции; дает повод ввести 

понятие „порядка" алгебраической кривой.
О расположении графика функции часто бывает 

возможно отдать себе отчет, ограничиваясь лишь не­
большим числом точечных подстановок и связанных 
с ним арифметических вычислений.

Один из наилучших приемов, позволяющих сразу 
судить о поведении функции, заключается в том, 
чтобы направить внимание на з н а к  функции — выяс­
нить исчерпывающим образом, при каких значениях 
независимой переменной функция принимает положи­
тельные значения и при каких — отрицательные.

Обратимся снова к примеру

A*)=f=S=3-. ш

Так как о знаке произведения по знакам множите­
лей судить гораздо легче, чем о знаке суммы по зна­
кам слагаемых, то разложим на линейные множители 
знаменатель, вместе с тем вынося за скобку коэффи­
циенты при старших членах:

К х )  —  ^  (л: _3) (_*+!)• t2]

(В данном примере для разложения трехчлена в зна­
менателе на множители нет надобности даже решать
24



квадратное уравнение, так как сразу видны корни: 
3 и -1.)

Рассмотрим теперь знаки отдельных множителей 
в числителе и в знаменателе.

Множитель х-------отрицателен при х •< и по­

ложителен при х > - ^ - .  Множитель х — Ъ отрицателен
при х<3 и положителен при х > 3 .  Множитель я-f-l 
отрицателен при х - < — 1  и положителен при х> — 1. 
Итак, знак всей дроби f(x) будет тот или иной в за­
висимости от расположения х относительно точек —1,

и 3. Эти три „критические" точки делят всю ось Ох
на четыре части (промежутка), а именно:

промежуток I, бесконечный влево, характеризуемый 
неравенством: — оо<;х< — 1;

промежуток II, конечный, характеризуемый нера­
венством: —- 1 <х<

промежуток III, конечный, характеризуемый нера­
венством: - ^ - < х < 3 ;

промежуток IV, бесконечный вправо, характеризуе­
мый неравенством: З-СжС001.

Чтобы выяснить вопрос о знаке /(х) в каждом из 
этих промежутков, составим табличку:

№
промежутка

Его
характери­

стика

Знак 
х-\- I

Знак
1

*—т
Знак 
х — 3

Знак
/(•*)

I —оо< X <—1 — — — —

п — 1 < х < - ^ -  

1

+ — — +

ш 2  х < 1 3 + + — —
I V 3  < х < о о + + + +

1 Неравенство вроде х < оо не означает ничего иного, кроме 
того, что величина х н и к а к  не ограничивается справа (сверху).
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Последний столбец заполняется, как легко понять, 
знаком -f- или знаком — смотря по тому, имеется ли в 
трех предыдущих ч е т н о е  и л и  н е ч е т н о е  число зна­
ков минус.

Итак, функция y=f(x) имеет положительные зна­
чения в промежутках II и IV, отрицательные — в про­
межутках I и III. Геометрически это означает, что 
график функций у = f(x) в промежутках II и IV рас­
полагается в ы ш е  оси Ох (он лежит „над" промежут­

ками II и IV), а в промежутках I и III — ниже оси Ох 
(лежит „под“ промежутками I и III). Чтобы в дальней­
шем не упустить из виду эти важные обстоятельства, 
з а ш т р и х у е м  „области" координатной плоскости, 
лежащие „под" промежутками II и IV и „над" проме­
жутками I и III: в них заведомо, по предыдущему, не 
должно быть точек нашего графика (черт. 3.)

Так как то график проходит через точку

с координатами о), — ставим крестик на чертеже.

Что касается „точек" х= — 1 и х = 3, то в них функ­
ция „не имеет значения"; но нам теперь ничего не
3 6



стоит выяснить расположение ветвей кривой — графика 
по близости от этих „точек01.

Рассмотрим, например, точку я = 3. Пусть перемен­
ная х неограниченно приближается к числу (пределу) 
3 с п р а в а ,  т. е. оставаясь б о л ь ш е  его (так что х бу­
дет принадлежать промежутку IV):

Тогда из формулы [2] сразу видно, что по а б с о ­
л ю т н о м у  з н а ч е н и ю  величина у=/(я) неограни­
ченно возрастает:

так как в знаменателе множитель х —3 стремится к
нулю {х — 3—>0), тогда как прочие множители ( лс —)— 1

ным от нуля; вопрос же о з н а к е  уже решен: в про­
межутке IV значения f(x) положительны (заштрихована 
„область0 „под0 промежутком IV), и, следовательно, 
кривая не может уходить вниз, а уходит вверх. Это 
отмечено на чертеже 3 стрелочкой.

Если х приближается к точке я = 3 с л е в а ,  т. е. 
оставаясь меньше 3 ('значит — из промежутка III):

то заключение о неограниченном возрастании у 
остается в силе, а штриховка на чертеже указывает, что 
кривая уйдет вниз (стрелочка 2 на чертеже).

Аналогично рассматривается и точка х = — 1 (стрел­
ки 3 и 4).

Если добавить к этому, что при я—>оо и я—> — оо 
мы получаем у—*О2 (стрелки 5 и 6), то отмеченных

1 Можно и нужно бегло употреблять термин .точка" в двух 
разных значениях: 1) в геометрическом смысле, например, точка

, б), 2) в смысле .значение я*, например, „точка я = 3\или, 

короче, „точка 3“.
2 По сути дела это зависит от того, что степень числителя 

меньше степени знаменателя: пусть это — хоть и не сразу — дойдет 
до сознания учащихся!

я-*-3, я>3.

[у| = !/(*)! — оо,

стремятся к конечным пределам, отлич-

я—>3, я<3,
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на чертеже данных будет уже достаточно, чтобы с х е ­
м а т и ч е с к и  наметить расположение кривой.

Мы говорим „схематически* по той причине, что в 
каждом из четырех основных промежутков неизбежно 
придется с д е л а т ь  в с е ж е  н е с к о л ь к о  т о ч е ч н ы х  
п о д с т а н о в о к ,  если мы хотим, вычерчивая график с 
учетом одних лишь только что отмеченных (и отра­
зившихся на чертеже 3) характеристических особенно­
стей, не слишком исказить его общий вид. В самом

Черт. 4

деле, эти характеристические особенности не пострада­
ют, если мы проведем кривую, например, так, как по­
казывает чертеж 4. _

Указанные выше приемы требуют дополнительных 
разъяснений в том случае, если многочлен в знамена­
теле (или числителе) второй степени и не разлагается 
на линейные множители.

Рассмотрим пример:

г и

Здесь знаменатель не разлагается на множители; 
но он, как видно непосредственно, всегда сохраняет 
положительный знак. Поэтому знак у зависит лишь от 
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Знака х: именно, в промежутке — оо<х<]0 мы имеем 
_у<0, а в промежутке 0,<х<оо имеем При
этом /(0) = 0. Если заметим еще, что у—»0 при 
х —>оо и при х—* — оо (так3. как степень числителя 
меньше степени знаменателя), то мы придем к схеме, 
указанной на чертеже 5а, и, конечно, придется выпол­

нить еще кое - какие точечные подстановки для того, 
чтобы получить график уравнения [3], изображенный 
на чертеже 5Ь.

Рассмотрим еще пример:

* = / ( * ) = [ 4 ]
Так как

х * х ( х +|-)>0 
и

х2 — х + 1 = ( х  —  -j)2 4--| > О,

причем эти неравенства, как легко понять, имеют ме-
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сто при всех значениях х, то при всех же значениях х 
мы получаем:

^>0.

Вопрос о знаке у, таким образом, выясняется в том 
смысле, что нам нужно заштриховать всю полупло­
скость, лежащую ниже оси Ох. К этому нужно доба­
вить, что у —* 1 при х—>оо и при х —> — оо. Этих 
характеристических особенностей еще недостаточно, 
но, сделав ряд точечных подстановок, получаем график, 
изображенный на чертеже 6.

Черт. 6

Обращаясь от частных примеров к более общему 
случаю, можно высказать следующее утверждение: 
т р е х ч л е н  в т о р о й  с т е п е н и ,  н е  р а з л а г а ю щ и й ­
с я  н а  л и н е й н ы е  м н о ж и т е л и ,  в с е г д а  (т. е. при 
всех значениях переменной) с о х р а н я е т  о д и н  и  
т о т  ж е  з н а к ,  и м е н н о  т а к о й ,  к а к о й  и м е е т  
с т а р ш и й  к о э ф ф и ц и е н т .

В самом деле, вынесем в трехчлене ах2 -\-bx~\-c 
старший коэффициент а за скобку (аф 0); обозначая 
ь с— через р, — через д, получим:

ах2-\-Ьх-\-с — а ( х г р х - \ - q). [5]

Дополним двучлен x2-f- р х  до квадрата:

+ т ) + ? ~ Т  =

= (х + 2-)2-(т-<0’ [6]
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Если ^ ^ > О, то получим дальше (по формуле:

„разность квадратов"):

x2+px-f-q == { x + { + V t

т. е. трехчлен разлагается на два различных линейных 
множителя.

Если f— — q<C0, то — — q^j >0, и из тождества
[6] следует, что при всех значениях х: 

х2 -j- рх -)- q 0.
-~2

Если, наконец, у— — q = 0, то сам трехчлен есть 
точный квадрат:

x2+px-\-q = (x-\-P
Ty )

при этом знак его, очевидно, меняться не может, но
возможно обращение в нуль ( при х= —

Таким образом, разложение на линейные множители 
невозможно лишь в случае, если

р~-я<о,
и тогда трехчлен х2 рх -{-q при всех значениях х 
положителен, а трехчлен ах2-\-Ьх-\- с, как видно из 
[5], при всех значениях х имеет один и тот же знак, 
совпадающий со знаком а.

Отмеченные обстоятельства позволяют полностью 
исследовать знак многочлена л ю б о й  степени, раз он 
представлен в виде произведения только линейных 
множителей и трехчленов второй степени, а также и 
любой рациональной д р о б и ,  если только ее числи­
тель и знаменатель обладают указанный свойством.

Все те точки (значения х), в которых знаменатель 
дробной рациональной функции обращается в нуль,
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называются т о ч к а м и  р а з р ы в а  этой функции1. Это 
название объясняется тем, что при наличии точки раз­
рыва график функции не может быть проведен „од­
ним движением пера": при вычерчивании графика при­
ходится, не дойдя до точки разрыва, отнять „перо"2 
от бумаги и переставить затем в другое место; при 
этом (в рассматриваемых нами здесь примерах) часть 
графика, непосредственно примыкающая к точке раз­
рыва, остается невычерченной.

Если рациональная функция не имеет вовсе точек 
разрыва, то тогда говорят, что она н е п р е р ы в н а :  
весь ее график можно провести „одним движением 
пера". В противном случае, если имеются точки раз­
рыва, то график функции состоит из нескольких не­
прерывных „ветвей": число их, очевидно, на единицу 
больше, чем число точек разрыва.

После того как график функции проведен, пред­
ставляет значительный интерес разбить всю ось Ох на 
п р о м е ж у т к и  в о з р а с т а н и я  и  п р о м е ж у т к и -  
у б ы в а н и я  рассматриваемой функции.

Если в некотором промежутке (т. е. между неко­
торыми двумя „точками" — значениями независимой 
переменной) с у в е л и ч е н и е м  ч и с л о в ы х  з н а ч е ­
н и й  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  увеличиваются 
также и числовые значения функции, то говорят, что 
в этом промежутке функция в о з р а с т а е т .  Если в не­
котором промежутке с у в е л и ч е н и е м  ч и с л о в ы х  
з н а ч е н и й  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  числовые 
значения функции уменьшаются, то говорят, что в этом 
промежутке функция у б ы в а е т .  Увеличение и умень­
шение при этом следует понимать в а л г е б р а и ч е с к о м  
смысле, так что увеличению независимой переменной 
х соответствует движение слева направо, уменьшению— 
движение справа налево; увеличению функции у со-

1 Можно считать, что числитель дроби в такой точке в нуль 
не обращается: действительно, если бы и числитель и знаменатель 
сразу обращались в нуль, скажем, при х — а, то и числитель и 
знаменатель делились бы на х — а, и тогда дробь можно было бы 
предварительно сократить.

s Кстати, нужно иметь в виду, что р а б о ч и м  инструментом 
при вычерчивании графиков является всегда не перо, а к а р а н ­
д а ш !
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ответствует движение снизу вверх, уменьшению — 
движение сверху вниз. Таким образом, если в неко­
тором промежутке функция возрастает, то график ее 
при движении слева направо поднимается вверх (и зна­
чит, при движении справа налево опускается вниз); 
если же функция убывает, то график ее при движении 
слева направо опускается вниз (и значит, при движении 
справа налево поднимается вверх).

Так, например, глядя на чертеж ЪЬ, мы видим, что
функция у = х 2 + х  ведет себя согласно следующей 
таблице:

Промежуток Изменение функции

— ОО <л: < — 1 

- 1 0 < 1  

1  < Л  < 0 0

у убывает (от 0 до ■— 1) 

у возрастает ( о т — 1  до 1) 

у убывает (от 1 до 0)

2 _1_ jc _i_ 1
Функция У  =  -^~х~|_1? график которой изображен 

на чертеже 6, ведет себя следующим образом:

Промежуток Изменение функции

— оо < дс< — 1 у убывает ^ от 1 до

у возрастает ^от -g- до 3 ^

1 <л: < оо у убывает (от 3 до 1)

Если имеются точки разрыва, то при разбиении оси 
О х  на промежутки возрастания и убывания эти точки 
включаются в число „критических точек", образующих 
концы промежутков. Так, поведение функции

2х — 1
У ~~ х* — 2х — 3

(см. чертеж 2) характеризуется таблицей:
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Промежуток Изменение функции

— ОО < АГ<— 1

3<х<оо

у  убывает (от 0 до — оо) 
у  убывает (от оо до — оо) 
у  убывает (от оо до 0)

Те точки, в которых (конечно, при движении слева 
направо) функция переходит от возрастания к убыва­
нию, называются точками м а к с и м у м а ;  те точки, в 
которых функция переходит от убывания к возраста­
нию, называются точками м и н и м у м а 1 .  Например, обе 

2х х^ | х 1 1функции у = j и у — Х2_х_^х имеют точку мини­
мума х — — 1 и точку максимума х—\. Точки разрыва 
не причисляются ни к точкам максимума, ни к точкам

2х_1минимума: таким образом, функция у = xi _2х_3 

(и также функция у = не имеет ни тех, ни других.
О том, возрастает функция или убывает в данном промежутке, 

и о том, имеет ли она максимум или минимум в данной точке, мы 
судим по внешнему виду аккуратно вычерченного графика. Если 
график построен „по точкам", т. е. ряд отмеченных точек соеди­
нен плавной кривой „на-глаз“, то, как бы ни было велико число 
отмеченных точек, между ними всегда останутся промежутки, в 
которых поведение функции нам неизвестно. Таким образом, 
в о б щ е м  с л у ч а е  с т р о г о  л о г и ч е с к и  по внешнему виду 
графика нельзя со всей определенностью судить о поведении 
функции; в частности, вполне точно нельзя определить положение 
точек максимума и минимума. Тем не менее правильно располо­
женный ряд точек вселяет в нас достаточную уверенность, с ко­
торой мы решаемся делать заключения по этому поводу. Такие 
заключения по большей части оправдываются практически и мо­
гут быть обоснованы теоретически.

Практически удобные и теоретически в п о л н е  надежные, 
и притом о б щ и е  методы исследования изменения функций и 
нахождения точек максимума и минимума даются в дифференци­
альном исчислении. Впрочем, во многих простых ч а с т н ы х  слу­
чаях (например, в случае рациональной функции, представляющейся 
в виде отношения многочленов степени не выше второй) исчер­
пывающие результаты могут быть получены и элементарным путем 
(см. Добавление, на стр. 243).

1 Точнее: данная точка х  = а  есть точка максимума, если она 
есть конечная точка промежутка возрастания и вместе с тем на­
чальная точка промежутка убывания; обратно — для случая мини­
мума.
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Полезно познакомиться с классификацией алгебра­
ических кривых по различным „порядкам".

Под алгебраическими кривыми понимают графики 
таких уравнений, которые могут быть написаны в виде

Р{х,у) = О,
где Р{х,у) — многочлен (целая рациональная функция^ 
зависящий от переменных (координат) л* и у, а также от 
постоянных величин. С т е п е н ь ю д а н н о г о  ч л е н а  в 
таком многочлене называется с у м м а  с т е п е н е й . * :  и  j / ;  
с т е п е н ь ю  м н о г о ч л е н а  (или п о р я д к о м  соответ­
ствующей к р и в о й )  —  н а и б о л ь ш а я  из всех степе­
ней входящих в него членов.

Например, прямые линии — графики уравнений вида
ах-\-Ьу-\-с=0

— первого порядка; кривые
x2J

ry‘1 2 = l, х2 — у'-= 1, ху = 1, у = х8

— второго порядка; кривая
хв — х3 * *у*-\-у* = О

— седьмого порядка, и т. п.
Кривая вида _ /у2 А- тх-\-п

У ах2 + Ьх + с > -I
— алгебраическая, в чем легко убедиться, избавляясь 
от знаменателя и перенося все члены в одну часть. 
Легко понять, что порядок такой кривой равен 3 (если 
а ф 0) или менее 3 (если а = 0).

Упражнение 2
Произвести по следующему ниже плану исследо­

вание данной дробной рациональной функции вида

У=/(х) = lx1-\- тк 4- п
ах2 + Ьх с '

1. Найти значения х, при которых функция f{x) 
обращается в нуль, и отметить соответствующие точки 
на чертеже.

2. Найти точки разрыва функции и провести та 
чертеже соответствующие пунктирные вертикали.

3. Установить, в каких промежутках функция
положительна, в каких — отрицательна; записать резуль-
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fatbi в виде таблички; положить соответствующую 
штриховку на чертеже.

4. Отдать себе отчет в расположении графика функ­
ции относительно горизонтальной оси („выше" или 
„ниже") и пунктирных вертикалей („стрелочки"), а также 
поведение графика на бесконечности (при х-^оо и 
х-+ — се).

5. Уточнить расположение графика посредством 
достаточного числа точечных подстановок, с последу­
ющим проведением плавно идущих ветвей кривой.

6. Применяя, если нужно, 4дополнительные подста­
новки, по возможности точно установить местонахо­
ждение точек максимума и минимума; выделить и за­
писать в виде таблички промежутки возрастания и 
убывания.

7. Определить порядок кривой.

Образец

У =/(■*) =
х2 + 4х + 1 
х2 — 2x-f- 1

О с н о в н о й  л и с т
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Порядок кривой — третий:
х2у — х2 — 2 ху — 4х -1- у — 1 =0. 

Пересечения с осью Ох:
f(x) = 0 при х = а = — 2 — |/3'------------3,73

и при л: = Р = — 2 — ( - 3  -----0,27.
Точка разрыва:

х— 1.
Возрастание и убывание:

Промежутки Знак у

— оо<л:<а +
“ < * < Р —
Р <*<оо +

Промежутки Изменение у

—со <х <с у  у  б .  от 1 ДО'-----0,50
у  возр. от~—0,50 до оо

1 <^Х  <00 у  уб. ОТ оо до 1

Точка минимума: 
* = 4-------lf0

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

У л: т л: У
0 1 — 1 1

2  ~ -0,50 —0,8 -----0,48
2 13 -2 1

3 -0,33 -0,9 ----- 0,497
11 13 2 -3 Т"^'-0,12 -U ----- 0,497

4 11
3 3,67 -4

1
2 5  = 0,04

5 2 3
8 2,88 -5

1
6  ^'0,17

6 6 1
2 5  ~ 2,44 —> —ОО->1

7 1 3
6 2,17

10 4 7
2 7 1,74 '

ое ->1



Методические замечания

1. Можно рекомендовать четыре различных вари­
анта распределения заданий:

Вариант А. Используются те же примеры, что и в 
Упражнении 1, причем каждый учащийся получает уже 
сделанный им пример.

Вариант В. Используются те же примеры, что 
и в Упражнении 1, но примеры перераспределяются.

Вариант С. В качестве примеров берутся всевоз­
можные несократимые отношения нескольких простых 
многочленов, вроде следующих:

л:, х2, jc2-f-l, х2 — \, х — I, (х— I)2, х2-\-х~{-1 
(здесь уже свыше 30 примеров).

Вариант D. Старшие коэффициенты а к I прини­
маются равными единице, а коэффициенты т, п, b и с 
распределяются с помощью цифрового набора, в ко­
тором часть цифр снабжена знаками-}-, и часть зна­
ками —.

П р и м е ч а н и е  к  в а р и а н т у  D. Следует рекомен­
довать делать возможные сокращения получающейся 
дроби, причем в случае сокращения на один линейный 
множитель порядок кривой понижается (до 2).

Вероятность того, что случится сокращение, равна пример­
но 0,007; вероятность совпадения числителя и знаменателя ни­
чтожна (около 0,000005).

Вероятность того, что о д и н  из трехчленов окажется нераз­
ложимым на линейные множители, — около0,15; вероятность того, 
что оба неразложимы, — около 0,03.

Эти цифры относятся к случаю, если в числовом наборе 
знаки 4- и — взяты в отношении 1:1. Если их взять в отноше­
нии 2:1, то последние две вероятности заменяются следующими: 
0,20 и 0,07.

Отношение 2:1 с педагогической точки зрения, пожалуй, 
предпочтительнее.

При выборе вариантов можно распорядиться таким 
образом: вариант А сделать в классе, а вариант В за­
дать на дом; или вариант D начать в классе и закон­
чить дома, а вариант С использовать в качестве класс­
ной проверочной работы.

2. Нужно иметь в виду, что в варианте D положе­
ние немного осложнено тем, что корни трехчленов
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могут оказаться иррациональными; тогда их следует 
обозначать б у к в а м и  (греческими—чтобы подчеркнуть 
их иррациональность), т о л ь к о о д и н  р а з  выписывая 
их значения — точные и приближенные в виде десятич­
ной дроби (см. образец).

3. Если знаменатель данной дроби f(x) первой сте­
пени, то появляются н а к л о н н ы е  асимптоты, причем 
сама кривая в этом случае — гипербола, но не в кано­
нической форме.

Эти асимптоты наиболее удобно определяются по­
средством в ы д е л е н и я  ц е л о й  ч а с т и .  Например, 
если

у ~ х- \  >

то, выделяя целую часть (обыкновенным делением), по­
лучим:

у = х-Ь 2 -Ь

и тогда прямая у = x-j~2 — асимптота. Действительно,
д-2 -1- х -4- 1 3разность между - х— и х-)-2, равная > ПРИ

х—>оо (и при х—* — оо) стремится к нулю.
До этого простого приема учащимся самостоятельно 

додуматься трудно, и учитель должен помочь.

3. БИКВАДРАТНЫЕ УРАВНЕНИЯ. КРИВАЯ 
ДЬЯВОЛА

Упражнение имеет в виду практику в решении биквадратных 
уравнений, демонстрируя вместе с тем учащимся интересную 

кривую четвертого порядка.

Упражнение 3

Решить биквадратное уравнение
х4 — 96х3 =yi — 100у2 [1]

относительно у при заданном значении л: или относи­
тельно х при заданном значении у.

Вести действие с двумя знаками после запятой, 
отдавая себе отчет в надежности получаемых 
цифр.

39



Образец

О с н о в н о й  л и с т

Дано л = 9; решить уравнение относительно у. 

/—100/+1215 = 0;

у = 50 ± |/2500 — 1215 = 50 + /1285 — 50 ± 35,85= 
= 14,15 или 85,85. 

у —- ± ]/14/5 ~ + 3,76
ли ,____

у + /55,851—' + 9,26.

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

X 8 1
8 1 X 9 6

8 1
7776
6561

81 96 1215
648 768
6561 7776

/12’85 = 35,85 
9

65 385
5 325

708 6000
8 5664

7165 133600

/14,15= 3,76 /85,85 = 9,26
9 81

67 I 515 182 485
7 1 469 2 364
746 4 О̂ © © 1846| 121©©

Методические замечания

1. По поводу надежности получаемых цифр можно 
заметить следующее. В результате первого извлечения 
корня получается число (в нашем примере 35,85) с 
округленной последней цифрой. Вследствие этого об-^ 
стоятельства возможны небольшие неточности при по* 
вторном извлечении корня (из 14,15 и 85,85). Прежде 
всего, „снос нулей" уже невозможен, и мы предложили 
бы сносить „не-нули“ (нулики с крестиками внутри). 
Но и цифра, предшествующая этим „не-нулям“, по 
указанной причине, не вполне надежна,
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Так, при извлечении корня из 14,15 последнее де­
лимое записано в виде 4 6 © © :  на самом деле стоящее 
здесь число заключено между 4550 и 4650. Тем не 
менее последняя цифра 6 в результате вполне надежна 
(с точностью до 0,01): действительно, 746X6<4550, 
тогда как 747 X 7 > 4650. При извлечении корня из 85,85 
последнее делимое, а именно 121 ©©, на самом деле 
заключено между 12 050 и 12150. Последняя цифра 
результата 6 в указанном смысле также вполне надежна, 
так как 1846 X 6 < 12050, но 1847 X 7 > 12 150.

2. Настоящее упражнение вполне пригодно для 
к л а с с н о й  работы. Выполнение самой работы должно 
занять совсем немного времени, в течение которого 
преподаватель успеет приготовить на доске координат­
ную сетку в пределах—I5<x<-|-15, —12<^<+121. 
Затем каждый учащийся сам или с помощью учителя 
отмечает свои (две и четыре, попарно симметричные) 
точки на доске. Соединяя в конце урока точки плав­
ной кривой, учитель воспроизведет перед всеми участ­
никами работы „кривую дьявола" (черт. 8)2.

Рассматриваемая кривая неоднократно была приводима и под­
вергалась исследованию в старых французских учебниках. Трудно 
сказать с уверенностью, чем она заслужила такое наименование. 
Ничего дьявольского в этой кривой, конечно, нет; порядок ее не 
столь высок—всего лишь четвертый. Правда, нужно заметить, что 
в отдаленные времена не только решение биквадратного уравне­
ния, но даже деление многозначных чисел рассматривалось как 
очень трудная задача.

3. Распределить заданные значения одной из букв 
нужно, не теряя времени, в самом начале урока с по­
мощью заранее приготовленных билетов. Не вводя 
дробных значений, следует раздавать целые значения 
в пределах 1 « < 1 2 ,  1 < у < 1 2  (используя при вы­
черчивании кривой соображения симметрии). Чтобы 
точки ложились на чертеже равномерно и чтобы было

1 Очень желательна специальная доска с квадратной сеткой. 
Если бы указанная сетка не уместилась в пределах доски, 
возможна в крайнем случае урезка второго, третьего и четвер­
того квадранта.

2 В случае проведения кривой с а м и м  у ч а щ и м с я  можно 
рекомендовать: 1) ограничиться сначала основным (первым) ква­
дрантом, 2) отдельно проследить за тем, как с увеличением х  
изменяется больший корень уравнения относительно у ,  и как 
изменяется меньший корень;
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Черт. 8

учтено число учащихся, можно рекомендовать такой 
прием: если число учащихся N не превышает 24, раз­
дайте N первых билетов из числа следующих:

х = 1,гх = 3, х=5, х = 7, х — 9, х — 11,
у = 1, у = 5, _у = 5, у —4, у = 7, х=12,
х — 10, х — 6, х = 2, х = 4, х = 8, у = 6,
.У = 8, У = Ю, у = 5, у = Н, у = 12, у = 9;
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если число учащихся 2V. превышает 24, дублируйте 
часть билетов или предложите решать систему из дан­
ного уравнения и простейшего линейного уравнения
вида у = тх (т= 1, 2,у ит. n.j.

4. Как только сообщено (написано на доске) усло­
вие, в качестве образца, при участии собеседника у 
доски, могут быть получены точки, соответствующие 
значениям ,_

х — 0, у — 0, л; = \/96

и, наконец (наиболее существенно), л; = j/48. Так как 
упражнение преследует цели вычислительно-графи­
ческого характера, то вовсе не будет беды, если на 
доске останутся четко написанные формулы

у = /50 ± \/*4 — 96** + 2500 [2]

х = ±/48±/у^ТЩу2ф1Ж

5. Возможно, что после окончания работы в случае, 
если останется время, или на следующем уроке (при 
раздаче работ) преподаватель найдет нужным произ­
вести небольшое „исследование". Тогда полезно будет 
отметить следующие обстоятельства.

1) Так как
л;4 — 96л:* + 2500 = (л* — 48)2 + 196 > 0,

то, как видно из формулы [2], при любом значении х 
уравнение [1] относительно у всегда имеет корни: 

четыре при условии

Ух4 — 96л:2+ 2500 < 50 [4]

и два при условии

/с4 —96л;2+ 2500 > 50. [5]

Имеет ли место условие [4] или [5], это зависит от 
того, будет ли л:2 (л:2 — 96) << 0 [4']

л2 (л2 — 96) >0. [5']
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Таким образо% четыре корня_имеется при х<СУ96, 
д в а — п р и  x^>V9б7 При л: = У96 имеется три корня, 
из них один—„двойной".

2) Если 36<У<64, т. е. если 6<|j/|<8, то мы 
получаем:

у_100у* + 2304 = (У — 36) (у2 - 64) < 0;
значит, при 6 < || < 8 уравнение [1] относительно л; 
не имеет вовсе корней. Будет ли при ,у-<6 или при 
.у >8 четыре или два корня, это зависит от того, 
имеет ли место условие

У>‘- ШОУ + 2304 < 48 [6]
или условие

Уу-ШОУ-f 2Ш> 48. [7]
Но неравенства [6] и [7] соответственно эквива­

лентны следующим:
У (У - 100) < 0 [6']

И у О3 —100) >0. [7'J
Отсюда ясно, что при у < 10 имеется четыре корня, 

приу>10—два. При у—10 их три, из них один — „двой­
ной".

3) Преобразование формулы [2] к виду

у = У 50 ± /(х3 — 48)»^Н4*
показывает, что в первом квадранте „нижняя ветвь" 
имеет максимум, а „верхняя" — минимум при л: = )/48. 

Преобразование той же формулы к виду

у = VbO zh — 96) -f“2500
показывает, что для „верхней ветви" у = 10 при х==0 
и у < 10 при 0 < | а: | < У 96, т. е. при х ф 0, — ;/96 < 
<л:<У96, откуда видно, что „верхняя ветвь" в верх­
ней полуплоскости в точке х = 0 имеет максимум.

4) Положение около начала координат (в „двойной 
точке" кривой) выясняется посредством преобразовав 
ния основного уравнения [1]:

4 = ± /  0,96-0,01 {?+У-{4)1
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Допуская, что при приближении точки М(х, у) rto 
кривой к началу О отношение — („наклон" отрезка

ОМ) стремится к конечному пределу — тогда как л: 
и у стремятся к нулю, — мы видим, что

~± 0,98,

так что две касательные в начале координат образуют 
с осью Ох утлы, несколько меньшие чем 45°.

4. ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРНЯ 
АЛГЕБРАИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Упражнение имеет в виду установить принцип, лежащий в 
основе нахождения корня уравнения — разделение точек осина два 

класса: „левый" и „правый".

Нам всем прекрасно известен способ решения квад­
ратного уравнения х2 -\-рх ± q — 0 по общей формуле

Эта формула, конечно, подразумевает умение из­
влекать квадратные корни из чисел. Если под корнем 
стоит число, не являющееся точным квадратом, то 
корень находят приближенно, например, с точностью

до JjQ > округляя „до ближайшей сотой".
Так, например, уравнение

x2-j-4x—10 = 0
имеет решение:

х= — 2±У14-----------2 ±3,74;
положительный корень его приблизительно равен 1,74: 
это значит, что он удовлетворяет неравенству

1,735 <*< 1,745.
Мы попробуем найти этот корень с той же самой 

точностью самыми примитивными приемами — так, как 
будто бы мы не знали никакой формулы решения 
квадратного уравнения и даже не знали способа из­
влечения квадратных корней. При этом будем пользо-
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ёаться графическими представлениями, однако, исклю* 
чительно с целью сделать рассуждения более нагляд­
ными.

Рассмотрим функцию

y—fС*) = я3-f 4* — Ю.
Ее график — плавная кривая линия (вы наверное 

даже знаете ее название). Мы видим, что
/0) = 12 Ч- 4 • 1 — 10 = — 5<0,

/(2) = 22 + 4-2 — 10 = 2 > 0.

На-координатной сетке мы можем отметить (черт. 9) 
две точки графика: точку Аг (1, — 5) и точку Вх (2,2). 
У точки Ах ордината отрицательная, у точки Вх орди­

ната положительная; значит, 
точка Ах лежит ниже оси Ох, 
а точка Вл выше этой оси. 

.Других точных сведений о на­
шем графике у нас нет: но мы 
не сомневаемся, что так как 
он представляет собою плав­
ную („непрерывную") кри­
вую— такую кривую, которую 
можно провести, например, от 
точки Ах к точке Bv не отры­
вая карандаша от бумаги,— 
то в какой-то точке этот гра­
фик непременно пересечет ось 
Ох: найдется наверное точка 
М, принадлежащая нашему 
графику и имеющая абсциссу 
х, заключенную между 1 и 2, 
и ординату у, равную нулю. 

Так как координаты точки М непременно удовлетво­
ряют данному уравнению, то должно удовлетворяться 
равенство

x2-j-4x— 10 = 0.

Но это и есть как раз первоначально заданное нам 
уравнение.

Итак, чтобы найти — возможно точнее — корень 
этого уравнения, достаточно — возможно точнее —
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определить ту точку графика функции у = fix), в ко­
торой он пересекается с осью Ох.

Таким образом, график функции y — f ( x ) поможет 
нам решить уравнение.

Возьмем какое-нибудь значение х между 1 и 2, на­
пример, х=1,5. Мы получаем:

/(1,5) = 1,53—{-4-1,5— 10 = — 1,75<0.

Соответствующая точка графика, очевидно, лежит, 
как и точка Л1} ниже оси Ох. Обозначим ее через Л2; 
ее координаты 1,5 и — 1,75.

Точка Ах нам больше не нужна; но предыдущее 
рассуждение можно повторить применительно к паре 
точек Л2 и Вх: где-то между Л2 и Вх должна найтись 
точка графика, расположенная на оси Ох. У точки Л2 
абсцисса равна 1,5, у точки Вх абсцисса равна 2. Сред­
няя арифметическая этих абсцисс равна 1,75; но не 
желая пока еще вводить второго знака после запятой, 
возьмем лучше в качестве пробы х=1,7 или х = 1,8. 
Следует ожидать, что искомая точка М ближе к точ­
ке Л2, чем к точке Въ так как точка Л2 ближе к оси, 
чем Вх: поэтому возьмем лучше х=1,7. Получим:

/(1,7) =1,72 + 4 - 1 , 7 —  10 = —0,31 <0.

Точку с абсциссой 1,7 и ординатой — 0,31 мы 
обозначим через Л8 (мы пользуемся опять буквой Л, 
так как найденная точка ниже оси). Но уже теперь 
возьмем значение х, равное 1,8, и будем иметь:

/(1,8) = 1,8а+ 4-1,8— 10 = 0,44 > 0.

Вновь полученную точку, с координатами 1,8 и 0,44, 
обозначаем через Bi (она лежит выше оси Ох).

Теперь точка М определена уже значительно точ­
нее: она лежит на графике между Л3 и В2 (остальные 
точки больше не нужны); ее абсцисса — это и есть 
искомый корень — заключена между 1,7 и 1,8.

Итак, с точностью до 0,1 уравнение уже решено: 
оказывается, что его корень удовлетворяет неравенству

1,7 < ■* < 1,8.
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Пойдем дальше: возьмем д: = 1,75. Тогда получаем, 
пользуясь хотя бы сокращенным умножением1:

/(1,75) — 1,752 —j— 4-1,75 — 10 — 0,07 >0.
Новая точка лежит выше оси Ох. Обозначим ее 

через В3. Мы имеем теперь:
1,70 <*<1,75.

Точка М заключена между А3 и В3; но В3 гораздо 
ближе к оси, чем А3. Поэтому, продолжая „ловлю“ 
точки М, возьмем теперь х, равным не 1,725 и даже 
не 1,73, а 1,74. Тогда

/(1,74) = 1,742 + 4-1,74 — 10-------- 0,01.
При результате, уже очень близком к нулю, надеж­

нее воспользоваться более точным результатом (с ок­
руглением в третьем знаке)

/(1,74)------- 0,012.
Точку графика с абсциссой 1,74 назовем А4.

Действие удобнее расположить в виде таблички:

X /(•*)
Название

точки

1 —5 А,
2 2 вх
1,5 —1,75 ^2
1,7 —0,31 Аг
1,8 0,44 В2
1,75 0,07 ва
1,74 -0,012 а4

Точка А4 гораздо ближе к оси Ох, чем точка В3, 
и потому в качестве приближенного значения иско­
мого корня с округлением в сотых естественно взять 
скорее 1,74, чем 1,75; чтобы устранить всякое сомне­
ние, подставим еще значение * = 1,745: делаем хотя бы

1 См. Упражнение 4 [I].
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сокращенное умножение с округлением в тысячных и 
получаем:

/(1,745) = 1,7452 + 4-1,745 — 10 ~ 0,026 > 0.
Итак, точка с абсциссой 1,745, как и следовало 

ожидать, относится к категории точек В; именно, ее 
можно обозначить б4. Точно ре­
зультат записывается в виде не­
равенства

1,74 О < 1,745;

0.15

приближенно можно написать 
х—1,74.

Если бы мы захотели опре­
делить х с тремя знаками после 
запятой, то полезно было бы, 
избегая лишних проб, ориентиро­
ваться на клетчатой бумаге 
(черт. 10), принимая во внимание, 
что на весьма малом протяжении 
кривая ничтожно отличается от 
прямой линии. Чертеж 10 под­
сказывает нам, что было бы 
излишним подставлять х = 1,744 
или л;= 1,743; лучше всего по­
пробовать х —1,741,—получается

0.10

0,05

0,00

-0,05

/4

А*
*

Черт. 10

/(1,741)------- 0,004 <0.
Наконец, возьмем х~ 1,7415 (вычисляем с шестью 

знаками): /(1,7415)-------  0,001177<0,
тогда как, конечно,

/(1,742) ~ 0,003 > 0.
Итак, окончательно,

1,7415 О <1,742, 
или, приближенно, х~ \ 742

Несомненное преимущество изложенного, чрезвы­
чайно простого по идее, приема заключается в том,
4 В. Л. Гончаров 49



что он носит общий характер: им можно пользоваться 
при решении каких угодно, а не только квадратных 
уравнений.

Упражнение 4

Вычислить с округлением в сотых положительный 
корень уравнения

хъ — их — 1=0,
где и. = . . .

На основном листе выписать табличку. На вспомо­
гательном расположить вычисления и необходимые 
чертежи.

Образец
и = 1,2.

О с н о в н о й  л и с т

лс3 — 1,2ос — 1 = 0 .
I -----: -----------------

X *2 Л? 1,2л: Xs—1,2х—1

1 1 1 1,2 -1,2

2 4 8 2,4 +4,6

ЬЗ 1,69 2,20 1,56 —0,36

1,4 1,96 2,74 1,68 +0,06

1,37 1,877 2,571 1,644 —0,073

1,38 1,904 2,627 1,656 —0,029

1,39 1,932 2,686 1,668 +0,018

1,385 1,918 2,657 1,662 -0,005
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В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

*2 = 1,69 
31
169
512,20

—1,56
0,64

—0,36

1,96
41

196
78

2,74
1,68
1,06
0,06

Черт. 11

*=1,370
731

1,37
1,2

1370 274
411 137

96 1,644
*2=1,877

731 —2,644
1877 +2,571
563 —0,073
131

*3=2,571

*= 1,380 1,38
831 1,2

1380 276
414 138
110 1,656

*2=1,904
831 —2,656

1904 +2,627
571 —0,029
152

*з=2,627

4*

1,385 <*<1,390 

jc—1,39.
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Методические замечания

!. Если учащиеся знакомы с сокращенным умноже­
нием, то настоящее упражнение дает удобный случай 
в нем тренироваться. Полезно при округлении произ­
ведения брать на один десятичный знак больше, чем 
их содержится в подставленном значении х.

2. В этом упражнении чертежи играют чисто вспо­
могательную роль. Их масштаб безразличен, и выбор 
его предоставляется учащимся; на различных осях 
масштабы могут быть различные.

3. Вводить наименование точек, конечно, излишне, 
раз метод схвачен.

4. Проверять результаты рекомендуем преподава­
телю следующим образом. Очевидно, каждому поло­
жительному или отрицательному значению и соот­
ветствует один положительный корень х данного 
уравнения (теорема Декарта), так что х есть некото­
рая однозначная функция переменной и.

Эта функция определяется неявным уравнением 
хъ—их—1=0, и для того чтобы начертить ее г р а ф и к ,  
лучше всего решить уравнения относительно и:

и затем производить построение по точкам. Результат 
показан на чертеже 12. Теперь, для того чтобы по дан­
ному значению и определить х, достаточно, отложив 
значение и по вертикальной.оси, провести горизонталь­
ную прямую (приложить линейку) и найти абсциссу точки 
пересечения с кривой. На чертеже это сделано (см. 
пунктир) для значения и — 1,2. Чертеж, между прочим,

з
показывает, что при -----1,89 наше уравнениеУ4
имеет только один положительный корень; а при 

~ зц >»■§-_ имеет, кроме положительного, еще два отри-У4
цательных.

5. Вполне удобно распределить значения и, напри­
мер, в промежутке 0,5sSw=s4,0 через одну десятую:

и — 0,5; 0,6; 0,7 и т. д.
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5. ДРОБНЫЕ СТЕПЕНИ. РЕШЕНИЕ ОДНОЙ 
АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Упражнение имеет в вид}' культивировать геометрические 
представления, связанные с решением системы двух уравнений с 
двумя неизвестными; попутно тренирует в употреблении дробных 
степеней и приближенном решении уравнений; дает пример пара­

метрического представления кривых.
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Рассмотрим систему уравнений
( а 3 = у 3 ,  [1]
1 х3 у2 = 1000 000. [2]'

Выясним ее геометрический смысл, отдадим себе 
отчет в числе ее решений и постараемся с некоторой 
степенью точности найти сами решения.

Прежде всего построим — по точкам — графики 
каждого из двух данных уравнений.

Первому уравнению можно придать вид
у = х!з,

ИЛИ 3

y'=V*- [П
Не представит труда выполнить точечное построе­

ние, если воспользоваться таблицей кубических кор­
ней. Но можно поступить и иначе. Введем вспомога­
тельную переменную (параметр) t согласно условию

x*=y* = t13 [3]
(с условием tx^O), откуда следует:

Давая t произвольные (хотя бы только рациональ­
ные) значения, найдем сколько угодно взаимно соот­
ветствующих пар значений х и у, т. е. сколько угодно 
точек графика.

Проверим, что геометрическое место точек М (х,у), 
получающихся из параметрических уравнений [4], ког­
да t пробегает все значения от — оо до -\- оо, совпадает 
с графиком уравнения [1]. Если при некоторых зна­
чениях t, х, у удовлетворяются уравнения [4], то, 
возводя первое из этих уравнений в четвертую, а 
второе — в третью степень, и сравнивая, получим урав­
нение [1]. Обратно, если пара чисел (л;, у) связана 
уравнением [1], то, каково бы ни было х, уже из 
одного первого уравнения [4] определяется, и притом 
единственным образом, t:



(знак t — тот же, что и знак х)\ тогда из второго урав­
нения [4] получается для у единственное значение

з _
у = V = (j/л;)4 (=з0), и оно не отличается от един­
ственного значения, получающегося для у из уравне­
ния [Г]:

y = fx* (23=0).

Второму уравнению можно придать вид 

У-
1000
Л*

или
У = ±

1000
х,-^ х

[2']

и выполнить точечное построение, извлекая корни 
тем или иным способом. Но можно также ввести иной, 
отличный от ■ прежнего, параметр и, определяемый 
хотя бы из уравнений

х3 - —^— = их (с условием, иу 0),

и тогда получим параметрическое представление рас­
сматриваемой кривой в виде системы уравнений

/2х — w3, 
юоо

у=-ф-
[5]

причем нетрудно удостовериться, что система [5] (где 
— оо<и<^-|-оо, и ф 0) эквивалентна уравнению [2]. 
Построение кривой [2] с помощью параметрических 
уравнений [5] вполне удобно.

Кривая [1], состоящая из одной ветви, и кривая
[2], состоящая из двух ветвей, симметрических отно­
сительно оси Ох, изображены на чертеже 13.

Кривая [1] проходит через первый и второй квад­
ранты, кривая [2] — через первый и четвертый; значит 
точки их пересечения могут находиться лишь в первом 
квадранте. Вместе с тем, ясно видно из уравнений [1] 
и [2], что при увеличении абсциссы х (от 0 до оо) 
ордината кривой [1] все время увеличивается (от 0 до оо), 
а ордината кривой [2] — уменьшается (от оо до 0). Поэтому в пределах первого квадранта имеется толь-
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ко ©дна точка пересечения, которая и соответствует 
единственному решению системы (1), (2).

Вычисление решения удобнее всего произвести с 
помощью параметра t. Подставляя значения л и у из 
уравнений [4] в уравнение [2], получим

*"  =  1000000, [6]
1

t =  1 000000 1 7 . 16' ]

В таблицах нет значений для корней 17-й степе­
ни, но корень сравнительно легко можно извлечь 
методом проб. После этого значения х и у найдутся 
по формулам [4].
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Упражнение 5
Наметить по точкам график уравнений: 

| *3 =у»
\ х°уг —  105f,

ш
[2]

где а, р, t и § имеют заданные числовые значения. 
Установить число решений системы [1] — [2] и вычис­
лить приближенно решения. Пользоваться таблицами 
степеней и обратных величин. Во всей работе не бо­
лее одного раза прибегать к извлечению корня.

Образец
а = 3, р=4, -у = 2, 8 = 3.

О с н о в н о й  л и с т

( [ 1 ]
\ x3j;a = 1 000 000 [2]

\x — t3 (х = и2

|_У = t4 tl] |v=^-° [2]

1 000 000

t = 1000 00017

[3]

Извлечение корня методом проб (черт: 13)

t Р <4 18 № 0-1

1 2 4 16 256 65500 ~130000 <106
3 9 81 6560 ~43.10в ~130.108 >106
2,5 6,25 39,1 1530 —2340000 ~ 5-108 >106
2,3 5,29 28,0 784 615000 —1,41 -10» >106
2,2 4,84 23,4 548 300000 660000 <106
2,25 5,06 25,6 655 429000 965000 <106
2,26 5,11 26,1 681 464000 105900!) >106
2,255 5,085 25,86 668,7 447200 1007000 >106

£-2,25
г x = t3^И,

1 у(*^25,6
57'

2,25 < ^ <2,255



В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

615 429 464 4472
32 522 622 5522

123 858 928 894
18 86 93 89

141 21 28 22
965 1049 2

1007

Методические замечания

1. Числовые значения параметров а, [3, y, 8 есте­
ственно брать целыми положительными. Должны быть 
взаимно простыми: а и [J (иначе можно сразу извлечь 
корень из [1]), у и 8 (то же относительно уравнения 
[2]), а и y (иначе можно упростить систему, заменяя 
некоторую степень у новой буквой), р и y (то же от­
носительно х).

Предложенный ниже ассортимент значений пара­
метров расположен в порядке возрастания показателя 
п в уравнении tn — 10'о (я = aS-j-PY< 16).

а Р 7 ъ а Р Y 0 а Р Y 5

2 3 1 1 2 5 1 3 2 7 1 3
2 5 1 1 2 7 1 2 2 9 1 2
3 4 1 1 2 9 1 1 3 4 1 3
2 3 1 2 3 4 2 1 3 10 1 1
3 5 1 1 3 8 1 1 4 5 1 2
2 7 1 1 4 7 1 1 5 8 1 1
2 5 1 2 5 6 1 1 3 5 1 3
4 5 1 1 5 7 1 1 3 7 1 3
3 7 1 1 2 3 1 5 2 3 5 1
2 3 1 4 2 3 3 2 2 5 3 1
2 3 3 1 2 5 1 4

|

Во всех этих примерах а < р ,  так что кривая (1) 
в начале координат коснется оси Ох (за этим обстоя­
тельством нужно следить); для разнообразия можно 
переставлять между собою одновременно а и р, t и i, 
и тогда кривая (1) будет касаться оси Оу — вообще
3$



поменяются роли х и у, числовая же картина задачи 
останется неизменной.

2. В большинстве примеров (где одна или обе из 
букв t и 8 равны 1) нет надобности, конечно, вводить 
параметр и, так как роль параметра может играть пе­
ременная у или х.

3. При извлечении корня из 1 000000 первые пробы 
делаются грубо-приближенно; в дальнейшем, пользуясь 
таблицами степеней1, стоит брать три, а в последней 
пробе даже четыре значащих цифры (подчеркивая их, 
если за ними следуют «незначащие» нули).

4. На вспомогательный лист попадут лишь несколь­
ко умножений.

5. Логарифмирование сводит данную систему к ли­
нейной. Полагая lg10x = X, lgxg y = Y ,  получим:

или
a  Y ,  Т,

'  X  _ _  V П'а  (!
А + Л-1 
т ' 8 Ь [2'

В координатах ( X ,  Y )  уравнение [1'] представляет 
прямую, проходящую через начало и точку (а, (3), 
уравнение (2') — прямую, образующую на осях от­
резки у И д.

Эти соображения приводят к очень простому но­
мографическому способу проверки решения систем 
данного вида: преподаватель воспользуется им с пол­
ным успехом. Достаточно на обыкновенную Декартову 
( X ,  Гфсетку наложить логарифмическую ( х ,  у ) -  
сетку и, взяв точку пересечения прямых на (X , Y ) -  
сетке, отсчитать ее координаты на ( х ,  _у)-сетке (см. 
чертеж 14, где проиллюстрирован приведенный выше 
образец). Подготовив такую сетку в более крупном 
масштабе, преподаватель вполне обеспечит себе ту 
точность в три значащих цифры, на которую здесь 
можно рассчитывать.

J Вполне подходят „Таблицы Барлоу0, ОНТИ. 193(3,
5 9 .



Черт. 14
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6. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КРИВЫХ.
ДЕКАРТОВ ЛИСТ

Упражнение имеет в виду сосредоточить внимание учащихся на 
методе применения параметра, в особенности акцентируя множе­
ственность параметрических представлений одной и той же кривой.

Предположим, что требуется вычислить для ряда 
числовых значений независимой переменной t  соответ­
ствующие значения пары функций

..  1 (* + !)(<- 1)* 1 (f+!)«(*-!) m
2 <а*+3) » у ~  2 t (P  +  3) ‘ l J

Как удобнее всего расположить вычисление?
Непрерывное напряжение внимания при вычислениях 

влечет за собой ошибки, поэтому работу лучше по 
возможности автоматизировать. Ее следует, кроме 
того, вести таким образом, чтобы все действия были 
легко обозримы и на каждом этапе могли быть про­
контролированы.

Следующее „табличное11 расположение записей (см. 
также и на стр. 62) отвечает высказанным пожела­
ниям и понятно без дальнейших разъяснений.

t Р Р + 3 t{t* + 3) t+ 1 t— 1 (< + !)• (г-I)2

1 1 4 4 2 0 4
*

0

2 4 7 14 3 1 9 1

3 9 12 36 4 2 16 4

4 16 19 76 5 3 25 9

5 25 28 140 6 4 36 16

6 36 39 234 7 5 49 25
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( #  +!)(*-!)* (f-Hl)* (/—1)
<(** + 3) ; t ( f l  +  3)

0 0 0,00 0,00 0,00 0,00

3 9
3
14 = 0,21

9
14 = 0,64 0,10 0,32

16 32
4
9 = 0,44

8
9 = 0,&9 0,22 0,44

45 75
45
76 = 0,59

75
76 = 0,99 0,30 0,50

96 144
24
35 = 0,69

36
35 = 1,03 0,35 0,52

175 245
175
234= 0,75

245
234= 1,05 0,38 0,52

Черт. 15

Если мы хотим под­
ставить значения t=\,

2, 3, 4, 5, 6, то лучше 
все подстановки делать 
одновременно, т. е. за­
полнять в таблице по­
следовательно первый, 
второй, третий и т. д. 
столбцы.

Переменную t мы 
будем истолковывать 
как „время", перемен­
ные х и у — как коор­
динаты точки М, дви­
жущейся в плоскости 
координат Оху. Урав­
нения [1] каждому 
„моменту времени" со­
поставляют некоторое 
положение точки на 

плоскости. Станем отмечать эти положения (черт. 15); 
так как значение t на чертеже не видно, то будем 
писать его около точки.
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Мы видим, что точки с отметками располагаются 
на чертеже с известной правильностью. Не стоит под­
ставлять по порядку t—1, 8 . . п о д с т а в и м  сразу £=10 
и, заполняя целую строчку в нашей таблице, получим

л; = 891 
2060' -0,43 И у 1089

2060 0,53.

Из чертежа ясно, что во вторую единицу времени 
(„секунду", от £ = 2 до £=3) точка сделала меньший 
путь, чем в первую (от £= 1 до £= 2), в третью—меньший 
путь, чем во вторую, и вообще в каждую следующую 
единицу времени проходит меньший путь, чем в 
предыдущую; движение ее замедляется — она почти 
остановилась. Абсциссы еще продолжают понемногу 
возрастать, но ординаты почти не меняются, достиг­
нув (с трудом) значения 0,53.

Подставим еще £=100: где будет точка через 
100 секунд? Мы получаем координаты х=0,4949 и у = 
= 0,5048: абсцисса за 90 сек. еще немного увеличи­
лась, но ордината стала уменьшаться! Как же выяс­
нить, что делается с нашей движущейся точкой 
„в конце концов", когда £ неограниченно возрастает, 
или „стремится к бесконечности" ? Формулы [1] дают 
ответ после небольшого преобразования. Разделим чис­
лители и знаменатели на £8:

х =_ , 0+9(‘-тУ
1 + _з_

f3

Теперь ясно видно, что при £-* со и числители и 
общий знаменатель стремятся к единице:

так что обе дроби стремятся к единице, и окончательно 

х-*\ — 0,50, у~*-^ — 0,50.

Предельная точка на чертеже обозначена крестиком 
и снабжена пометкой оо. Теперь уже пора было бы
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полученные точки соединить сплошной кривой; правда, 
несколько далеко одна от другой отстоят точки с по­
метками 1 и 2, поэтому для большей уверенности под-

з
ставим еще значение t—  1,5=-у. Заполнив еще од­
ну строку в таблице, получим: х = 0,04 и у =? 0,20.

Вновь полученная точка занимает на чертеже положение, 
.которое нас, несомненно, удовлетворяет; все же она слишком да­
лека от точки с пометкой 1 (начало координат), и если мы, на­
пример, поведем плавную кривую, начиная от предельной точки 
с пометкой оо через точки с пометками 100, 10, 9, 8 и т. д. к точке 
с пометкой 1, то не совсем ясно, с какой стороны эта кривая должна 
подойти к этой последней точке. Для решения этого вопроса мож­
но было бы дать < значение, очень близкое к 1, но чуть большее, 
например, <=1,01, и посмотреть, какая при этом получится точка 
(х ,  у ) .  Но мы поступим иначе, избегая лишнего вычисления и за­
меняя его несложным рассуждением. Составим по формулам [1] 
отношение у  к  х :

У  _ t+1
х  t— 1 ‘ И

Нетрудно уяснить себе его геометрический смысл: это есть 
не что иное как „наклон" отрезка, соединяющего начало коорди­
нат с рассматриваемой точкой М (х ,  у )  (тангенс угла, образован­
ного этим отрезком с осью Ох) .  Например, при t  = 4 получаем

-  -  = А : это—наклон отрезка,X О конец которого—в точке с помет-

кой 4 (см. чертеж). Представим себе теперь, что в формуле [2] 
переменная величина t  (которую мы считаем временем) прибли­
жается к 1, оставаясь, однако, все время больше чем 1. Тогда 
< + 1—*2,  t—  1—>0, и раз числитель стремится к 2, а знамена­
тель неограниченно убывает, стремится к нулю, оставаясь, однако, 
п о л о ж и т е л ь н ы м ,  то дробь, очевидно, неограниченно воз­
растает:

У_ _1+1 
;е < — 1 оо (при t ->  1, <)> 1).

Это значит, что отрезок ОМ  в пределе при t  -» 1 стремится к 
в е р т и к а л ь н о м у  положению. Другими словами, интересую­
щая нас кривая подойдет к началу координат со стороны оси Оу,  
касаясь ее. Установив это обстоятельство, можно уже вести кри­
вую от точки с пометкой оо к началу координат вполне уверенно.

Мы пока давали букве t  только значения большие чем 
1: не попробовать ли давать значения меньшие чем 1 ? 
С течением времени точка М движется, как видно, з а- 
м е д л е н н о  и в секунду от t—\  до t—2  проходит са­
мый большой путь; не прошла ли она в предыдущую се- 
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кунду (от t = 0 до t= 1) еще больший путь и какой 
именно? Воспроизведем в дальнейшем лишь резуль­
таты числовых подстановок нескольких значений t:

t X У

1
2 !>б ~0,12

9
— 2(Г 0,35

1 2 4
т

—у- 0,29 -----у------ 0,57

1 45т м~0,46 98 0,/(э

1 — 1,5 — 1,810
1 ~ 17 ----- 17100

->о —► СО —СЮ

Последняя строчка в этой табличке запечатлевает 
тот факт, что благодаря присутствию t в знаменателе 
обеих дробей [1], при t-* 0 обе упомянутые дроби по 
абсолютному значению неограниченно возрастают, при­
чем первая дробь остается положительной, а вторая 
отрицательной (вследствие присутствия в числителе 
отрицательного множителя t— 1), Все вновь получен­
ные точки находятся в четвертом квадранте. Итак, на 
протяжении самой первой секунды (от t = 0 до t—1) 
точка М проходит путь бесконечной длины, появляясь 
откуда-то снизу и справа и приближаясь затем к на­
чалу координат.

Значение t= 0 подставить нельзя, так как деление 
на нуль невыполнимо: в начальный момент точка не 
занимает никакого положения, ее нет, она „ушла в 
бесконечность".

Остается заметить, что не запрещено подставлять 
о т р и ц а т е л ь н ы е  значения к ведь „начальный мо­
мент" есть „момент начала отсчета", но точка могла 
двигаться и раньше этого момента. Вы заметите сразу.
5 В. Л. Гончаров 65



что, скажем, при t——2 мы получаем значения л:=^
зи У= 28’ Как Раз те же’ чт0 и ПРИ ^—2, НО % и у 

поменялись местами. Это обстоятельство не случайно: 
оно зависит от того, что при замене t на —t меняют­
ся местами формулы [1]—проверьте это тщательно.

Черт. 16

Геометрически это означает, что если в момент t дви­
жущаяся точка занимает положение М [х, у), то в мо­
мент —t она занимает положение М' (у, х). Легко 
сообразить, что точка М (у, х) симметрична точке 
М{х, у) относительно биссектрисы х—у координатно­
го угла. Итак, за время от t=—oо до t — 0 наша точ­
ка проходит путь, являющийся как бы зеркальным от­
ражением относительно названной биссектрисы пути, 
проходимого точкой за время от £=0 до £ = -j-oo.

Вся кривая в целом—траектория движения нашей 
точки—изображена на чертеже 16, причем направле- 
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ние движения указано стрелочками. Если не нарушать 
хронологической последовательности, то движение 
точки М можно описать таким образом. В незапамят­
ные времена точка М вышла из положения М0 
(вершина „петли" с абсциссой 5 и ординатой 5). 
Затем, постепенно ускоряя движение, в момент t=—1 
проходит через начало координат, „прикасаясь11 к 
оси Ох\ затем чрезвычайно ускоренно через второй 
квадрант удаляется (к моменту t=0 — „началу отсчета 
времени") в бесконечность и „разрывно" снова появ­
ляется тотчас же в четвертом квадранте; постепенно 
замедляя движение, в момент t=\ вторично проходит 
через начало координат, „прикасаясь" к оси Оу, и 
совсем замедленно приближается, далее, мало-помалу, 
снова к точке М0, ни в какой конечный момент вре­
мени, впрочем, не достигая ее.

Вы интересуетесь названием этой кривой? Сначала посмот­
рим, какого она порядка. Чтобы судить об этом, надо написать 
ее уравнение в виде зависимости, связывающей между собой не­
посредственно координаты х и у. Выражаясь так, как принято в 
математике, надо из двух уравнений [1] .исключить" букву t, 
т. е. составить новое уравнение, которое: 1) является следствием 
уравнений [1] («вытекает" из них) и 2) не содержит буквы t. Ре­
шить одно из уравнений относительно t и значение t подставить 
в другое не представляется осуществимым; вместо этого восполь­
зуемся уравнением [2], которое представляет собою следствие 
уравнений [1]. Уравнение [2]—первой степени относительно t; из 
него получим, что

подстановка значения t в одно из уравнений [1], после преобра­
зований, нам даст: „ , [3]

Это и есть уравнение нашей кривой: оно, как видно, т р е т ь е -  
го порядка.

Из уравнений [1] вытекает уравнение [3]: каково бы ни было 
/, значения х и у, вычисленные по формулам [1], удовлетворяют 
соотношению [3], что можно проверить и непосредственной под­
становкой:

геометрически это означает, что каждая точка, построенная с 
помощью уравнений [1], находится на кривой, уравнение которой 
есть [3]. Обратное утверждение в д а н н о м  с л у ч а е  также

( Г + {
_ 1 (Н-1) (<-1)а 1 (<+1)Ч<-1)

2 /(*Ц-3) ’ 2 *(*4-3)
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верно: какова бы ни была точка М (х, у), координаты которой 
удовлетворяют уравнению [3], можно подыскать значение t ,  удо­
влетворяющее уравнениям [1]; другими словами, подставляя в 
уравнения [1] всевозможные значения t, мы получим все точки 
кривой [3] (доказывать этого не будем). Вообще же обратное 
предложение неверно 1.

Полученную нами кривую впервые рассматривал французский 
математик Декарт, с чьим именем связывают изобретение коор­
динатного метода. Поэтому эта кривая—одна из простейших кри­
вых третьего порядка—называется „листом Декарта". Вы хотели 
бы знать, где она применяется? На этот вопрос ответить, пожа­
луй, затруднительно, но можно сказать, что в технике постоянно 
приходится иметь дело с кривыми, описываемыми отдельными 
точками различных механизмов, и подобного рода кривые изу­
чаются с помощью параметрических уравнений, часто гораздо 
более сложных1 2.

Упражнение 6
Построить по точкам траекторию движения точки, 

заданную уравнениями:
_(t±W(at±1)_. {t+a)(at+\y . ,
(Н-«03 + (^+1)3 ’ (<+Я)3 + И-И)8 ’ 1 J

где а=...
При точках( на чертеже ставить числовые значе­

ния t.
Составить уравнение траектории в виде соотноше­

ния, связывающего между собой х и у (исключить t). 
Установить порядок кривой.

На основном листе дать чертеж и сокращенную 
таблицу. На вспомогательном листе дать полную таб­
лицу.

Указание
Предположим, что данное значение постоянного числа а — 

рациональное: а — ~ .  Переменному параметру t  также придется
и

давать рациональные, не обязательно целые, значения: £ = — .

1 Так, например, параметрические уравнения х = Р , у  =  Н  
(— о е < * <  + оо) представляют лишь ч а с т ь (половину) парабо­
лы у  = лг2, лежащую в правой полуплоскости. Когда t  возрастает 
от —оо до Д-оо, точка М  ( х ,  у )  пробегает эту половину парабо­
лы справа налево (до вершины) и затем вторично в обратном 
направлении.

2 См., например, Упражнение 24.
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Подставив эти значения а и t в данные уравнения, придадим им 
вид:

Г — (ри+ду)(ру^ди)^ _ (pu+qv)2 (pv+qu)
(puyqvf+(pv+qu)a ’ У (pu+qv)a+(pv+quf ■

Тогда в таблице естественно ввести следующие столбцы (по 
порядку):

t, и, v; ри, qv, pv, qu; 
pu + qv, (pu + qvP, (pu+qv)a\ 
pv + qu, (pv + qu)*, (pv+quP;

(pu + qv) (pv + qu)\ (pu -f qv)* (pv + qu);
(pu + qv) 3 + (pv + qu)*; 

x ,  y .

Ради краткости можно ввести обозначения: 

h = pu, k = qv, l — pv, m = qu; r — h + k, s = l+m;

P  =  r s Q  =  r * s ,  R—ra + sa', x=_ y = - ^ - .

Образец о с н о в н о г о  л и с т а  не приводится.

Приводится начало таблицы на вс п о м о г а т е л ь-
2ном л и с т е  при заданном числовом значении a=-g-

(так что р — 2, 9=5). Из-за технических причин таб­
лица разбита на две части (стр. 70—71).

(2u+5v) (5u+2v)2 . _ (2к+5г>)2 (5гг+2ц)
(2u+5vp + (5«+2ц)з ’ У — (2u+5v)a + (5u+2v)»1

Методические замечания

1. Значения а раздаются в виде несократимых ра­
циональных дробей, у которых числитель и знамена­
тель невелики. В остальном выбор их безразличен. 
Не исключаются значения а=0 (р—0, ^ = 1) и даже 
а— оо {р,= 1, 9 = 0); подстановка а=оо означает, 
что в формулах [4] мы делаем предельный переход 
а-* оо, что дает: f

х~Т+¥’ У ~ 1+/з •

2. Следует рекомендовать при заполнении таб­
лицы избегать многозначных чисел, округляя до

69



и и V h=2u k=Sv l= 2 v т = 5 и r—h-\-k

0 0 1 0 5 2 0 5 2

1 1 1 2 5 2 5 7 7

2 2 1 4 5 2 10 9 12

5 5 1 10 5 2 25 15 27

ОО 1 0 2 0 0 5 2 5

1
2 1 2 2 10 4 5 12 9

-1 -1 1 -2 5 2 1 С
л

С
О

-3

—2 —2 1 —4 5 2 -10 1 —8'

-5 -5 1 -10 5 2 -25 —5 -23

3
— 2 -3 2 -6 10 4 -15 4 ~11

т р е х  значащих цифр (большая точность бесполезна).
3. Полезно при точечных построениях отдать себе 

отчет в том, при каком значении t абсцисса х обра­
щается в нуль, положительна, отрицательна (см. Уп­
ражнение 2); то же для ординаты у. Необходимо так­
же установить точку разрыва.

4. После того как значительное число точек по­
строено (10 —15), задачей учащегося является свя­
зать их плавной кривой (впрочем, с единственным 
разрывом), следя за возрастанием пометок при точках 
от t— —оо до t— —J—ОО.
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Г Г2 Л2 5 52 43 P=rs2 IIО
- R=r*-\-s'- Р

X~R
Q

y=R

5 25 125 2 4 8 20 50 133 0,15 0,38

7 49 343 7 49 343 343 343 686 0,50 0,50

9 81 729 12 144 1730 1300 972 2460 0,53 0,39

15 2253380 27 729 19 700 10 900

ОS!Ю 1
23100 0,47 0,26

2 4 8 5 25 125 50 20 133 0,38 0,15

12 1441730 9 81 729 972
.

1300 2460 0,39 0.53* 1

3 9 27 -3 9 -27 27 —27 0 — _ 2

1 1 1 -8 64 -512 64 -8 -511 —0,13 0,02

—5 25 -125 -23 529 —12 200 -2640 -575 —12 300 0,21 0,05

4 16 64 —И121 -1330 484—176 —1270

сосоо1 0,14

5. Явление симметрии, отмеченное в сноске, оче­
видно, имеет место при всех значениях а. Это обстоя­
тельство облегчает вдвое вычислительный труд.

6. Контролем для преподавателя (и сюрпризом для 
учащихся) явится то, что построенная по точкам 
траектория, независимо от значения а, будет получать­
ся одна и та же—уже знакомый Декартов лист, воз­

1
1 Вообще при замене t на — числовые значения ха у меня­

ются между собою.
2 Точка ушла в бесконечность.
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никший из уравнений [1]. Изумляться тут особенно 
нечему: ведь уравнения в параметрической форме 
определяют не только траекторию, но и „расписание 
движения" по ней; в наших примерах траектория одна 
и та же, а движения по ней—различные.

7. СИММЕТРИЯ КРИВЫХ. КРИВЫЕ ЛАМЭ

Упражнение, направляя внимание в сторону свойств симметрии 
кривых, одновременно тренирует в пользовании таблицами степе­

ней и корней.

Если у кривой имеется ось с и м м е т р и и ,  то при 
выборе координатной системы стараются обыкновенно 
совместить одну из координатных осей с осью сим­
метрии; если имеются две взаимно перпендикуляр­
ных оси, то естественно совместить с ними обе коорди­
натные оси. Если имеется ц е н т р  симметрии, целесо­
образно совместить с ним начало координат.

Справедлива следующая т е о р е м а :  если фигура 
имеет две взаимно перпендикулярных оси симметрии, 
то точка их пересечения есть центр симметрии. До­
кажите эту теорему геометрически (если она вам не 
была раньше известна). Обратная теорема неверна: из 
существования центра симметрии не следует суще­
ствования хотя бы даже одной оси симметрии (при­
меры: буква N, кривая у—х3).

Очень важно при построении по точкам кривых

Р  ( х >  У )  =  0  [1]

уметь пользоваться п р и з н а к а м и  того, что:
1. Ось Ох есть ось симметрии;
2. Ось Оу есть ось симметрии;
3. Начало координат О есть центр симметрии.
Теорема 1. Если уравнение [1] не меняется при

замене у на —у.

F(,x,-y) = F(x, у), [2]

то ось Ох есть ось симметрии кривой [1].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дано, что тождество [2] 

имеет место. Пусть некоторая точка М(х0, у0) принад­
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лежит кривой [1]. Это значит, что ее координ "ы 
удовлетворяют уравнению [1]:

Р(Хо,Уо) = 0- • [3]

Но вследствие тождества [2] мы имеем:

F (х0, - у0) = F(x0, уо). [4]

Поэтому, на основании равенств [3] и [4],

Р(х0,-Уо) = 0. [5]

Равенство [5] означает, что точка М' (х0,—у0) так 
же принадлежит кривой [1]. Посмотрим, как распо­
ложена эта точка. У нее та же абсцисса, что и у 
точки М, а ордината отличается знаком. Следователь­
но (черт. 17 а), точка М' симметрична точке М отно­
сительно оси Ох. Итак, если некоторая точка М при­
надлежит кривой [1], то точка М', симметричная ей 
относительно оси Ох, также принадлежит этой же 
кривой. Это — все, что требовалось доказать.

Докажите самостоятельно, следуя приведенному 
образцу, еще две теоремы.

Теорема 2. Если уравнение [1] не меняется при 
замене х на —х:

F (—х, у) == F(x, у), [6]

то ось Оу есть ось симметрии кривой [1] (черт. 17 Ь).
Теорема 3. Если уравнение [1] не меняется при 

одновременной замене х на —л; и у на —у,то начало 
координат Оесть центр симметрии кривой [1](черт. 17 с).

С л е д с т в и е .  Если кривая имеет осями симмет­
рии обе оси координат Ох и Оу, то она имеет нача­
ло координат О центром симметрии.

В самом деле, если уравнение не меняется при 
замене х на —х и не меняется при замене у на —у, 
то оно не изменится и при одновременной замене х 
на —х и у на —у1.

Любители строгости (из числа преподавателей, а не уча­
щихся) могут обнаружить и проанализировать небольшой логи­
ческий скачок в последнем рассуждении.
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П р и м е р ы .  1) у = х* (ось симметрии Оу), 2) у2=2рх 
(ось симметрии Ох), 3) *2- + =1 (оси симметрии

Ох и Оу), 4) у — тх (центр симметрии О, имеются ли 
оси симметрии?), 5) х3 -\-у3=ху (центр симметрии О,

имеются ли оси симметрии?), 6) у = -х*^ , 7) х* +
-\-уг — х, 8) хг-{-у2=х-\-у, 9) ху—1, 10) х* — 96х* =

=ух— 100у2.
Наконец, докажите еще одну теорему:
Теорема 4. Если уравнение [1] не меняется при 

замене х на у, а у на х:

F(y, x) = F(x, у), [7]

то биссектриса основного координатного угла х = у 
есть ось симметрии кривой [1] (чертеж 17 d)1.

Упражнение 7

Решив уравнение относительно у, построить по 
точкам кривые:

(1) ха -{-у* = 1, (2) х* — у* = 1 и (3) ха — у* = — 1,

где а—данное положительное рациональное число.
В случае дробного значения а рассматривать ради­

калы в алгебраическом смысле (т. е. подразумевая 
двойной знак при радикалах четной степени).

Установить, если окажется возможным, наличие 
элементов симметрии и воспользоваться ими в целях 
сокращения вычислений.

При вычислениях пользоваться таблицами степеней. 
Начало координат поместить в середине страницы, 

повернув ее на 90°. Масштаб взять: 1 = 10 клеток.
На основном листе дать чертеж, на вспомогатель­

ном—таблицу в многоколонной схеме. Брать равноот­
стоящие знаки с интервалом 0,1.

1 Теорема 4 справедлива, конечно, только при условии, что 
на обеих осях выбраны одинаковые масштабы,
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Образец 1
4а— 3_.

1) у'х* + Уу*=h

3 _ 3 _
2) Ух1 — Уу*= 1,

Черт. 18

y = ± V  ( i - W .

4 ___________

•V = ±l/" (j/j?—l) ’

3) /у4 = - 1, ,v=±|/(l-f^)3

7(>>



В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

X
3

/а?
3

1

(Л
№

1

V
и

0,0 0,0000 0,00 1,00 1,0000 1,00

0,1 0,0001 0,05 0,95 0,8574 0,96

0,2 0,0016 0,12 0,88 0,6805 0,91

0,3 0,0081 0,20 0,80 0,5120 0,85

0,4 0,0256 0,29 0,71 0,3579 0,77

0,5 0,0625 0,40 0,60 0,2160 0,67

X X*
3

УX*
3

/*4-1

со

7

v
и
>>

1,0 1,0000 1,00 0,00 0,0000 0,00

i,i 1,4641 1,14 0,14 0,0027 0,23

1,2 2,0736 1,28 0,28 0,0220 0,39

1,3 2,8561 1,42 0,42 0,0741 0,51

1,4 3,8416 1,57 0,57 0,1852 0,66

1,5 5,0625 1,72 0,72 0,3732 0,77
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X
3

1 +/-*4 (> +% 4 f

СО

ft 
” V 

+

и
>>

0,0 1,00 1,00 1,00

0,1 1,05 1,16 1,04

0,2 1,12 1,40 1,09

0,3 1,20 1,73 1,15

0,4 1,29 2,15 1,21

0,5 1,40 2,74 1,29

0,6 1,51 3,44 1,36

0,7 1,62 4,15 1,44

0,8 1,74 5,27 1,52

0,9 1,87 6,54 1,61

1,0 2,00 8,00 1,66



Образец 2
з

«= —
О с н о в н о й  л и с т  (см. также черт. 18).

+ j/л:3 + \Jу8 =:1, У — "j/" (1 + xs )

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

X X 3 У X 8

4
Гч

'"'V
1

Л
+

Гч
'"’V

1

ICO

1 ч 

+

|2—.Л
1

II

Л
+

II
е*

0,0 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,00 1,00

0,1 0,001 0,032 0,179 0,821 1,179 0,936 1,056 0,77 1,24

0,2 0,008 0,089 0,298 0,702 1,298 0,889 1,091 0,62 1,42

0,3 0,027 0,164 0,405 0,595 1,405 0,841 1,120 0,50 1,57

0,4 0,064 0,253 0,503 0,497 1,503 0,792 1,145 0,39 1,72

0,5 0,125 0,354 0,595 0,405 1,595 0,740 1,168 0,30 1,86
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Методические замечания

1. В таблицах обычно даются лишь корни 2-й и 
3 й степени. Корни 4-й, 6-й, 9-й степеней приходится 
извлекать в два приема, корни 8-й степени — в три 
приема и т. д. В отношении числа десятичных знаков 
можно руководствоваться приведенными образцами.

2. В связи с этим замечанием уместно предлагать 
только такие значения а, которые могут быть получены 
посредством умножения и деления из двоек и троек. 
Таковы (не считая значений а = 1 и а = 2) значения:

1 1
’  2 ’ 3’

6 , 9 —
3 .

3 1 1 1
2’ 4’ 6’ 9

1 3 4 2 9
8 ’ 4’ 3’ 9’ 2-

Более сложных значений а брать не стоит. Лучше 
дать каждой паре учащихся одно и то же значение а: при 
этом возможен взаимный контроль, или же, например, 
одни будут подставлять значения

х = 0; 0,2; 0,4;..., 
а другие — значения

х = 0,1; 0,3; 0,5;...
3. При отдельных значениях а кривые Ламэ пре­

вращаются в хорошо известные кривые. Именно,
при а = 1 получаются прямые линии,
при а = 2 получаются круг и равносторонние гипер­

болы,
при a = получается парабола,

при а = — получаются астроиды (эллиптического и 
гиперболического типа).

4. С целью обозреть расположение кривых Ламэ 
ограничимся сначала первым квадрантом.

Кривая Ламэ „эллиптического” типа [1] при любом 
а симметрична относительно биссектрисы координат­
ного угла ОР и проходит через точки А (1,0) и В (0,1) 
(черт. 19). Через всякую точку внутри квадрата ОАРВ 
80



проходит одна и только одна кривая1 * * * * 6. При а = 1 полу­
чается прямолинейный отрезок А В, при а = 2— чет­
верть окружности. Если а увеличивается, кривая „пух­
нет", постепенно стремясь примкнуть к ломаной АР В.

При а = 100 точка ее пересечения с биссектрисой

имеет обе координаты, равные 2 ‘ ~ 0,9931. Напротив, 
если а уменьшается, то кривая „тощает", стремясь
примкнуть к ломаной АОВ. При а = ^ точка пересе­
чения с биссектрисой имеет координаты (2_ю, 2~’°).

1 В  самом деле, пусть М (х, у) —данная точка (0<x,y< 1). 
Рассмотрим функцию

Очевидно, эта функция — непрерывная и убывающая (по свой­
ствам показательной функции). С другой стороны,

<р (0) = 2, 9 (оо) = 0;
значит уравнение

И ) = 1
имеет один и Только один корень а (0 < а < оо).
6 В. Л. Гончаров 81



Кривые „гиперболического" типа (2) и (3) взаимно 
симметричны относительно биссектрисы ОР. При лю­
бом а кривая (2) выходит из точки А, кривая (3) —из 
точки В. При л — 1 это — прямые лучи, параллельные 
биссектрисе ОР, при а = 2 — настоящие гиперболы. 
Если а —> оо, то кривые (2) „распухают", стремясь 
примкнуть к ломаной APQ; если а—*0 — стремятся 
примкнуть к лучу Ах. Аналогично — кривые (3). Впро­
чем, свойство биссектрисы—ОР быть асимптотой кри­
вых (2) и (3) имеет место лишь при а > 1 .  Подобно 
тому, как кривые (1) покрывают внутренность квадрата 
ОАРВ, кривые (2) покрывают внутренность фигуры 
QPAx, а кривые (3) — внутренность фигуры yBPQ.

При а>1 касательные в точке А вертикальны, при 
а<1 — горизонтальны; в точке В, конечнр, наоборот.

Глядя на чертеж 1У, на котором отмечены кривые,
1 2соответствующие значениям а = 1, 2, 3, 10,

можно произвести интерполяцию „на-глаз“ для любо­
го а.

5. Посмотрим, наконец, как расположены кривые 
Ламэ в трех остальных квадрантах. Здесь нужно раз­
личать три случая:

I. а — целое четное число или дробь с четным чис­
лителем и нечетным знаменателем;

II. а — дробь с нечетным числителем и четным зна­
менателем;

III. а — целее нечетное число (или дробь с нечет­
ным числителем и знаменателем; но этот случай .мы 
искл ■ чаем).

В случае I обе оси координат Ох и Оу являются 
осями симметрии, и расположение кривых такое же, 
как в Упражнении 15 [I], или, лучше сказать, пред­
ставляет «карикатуру» на это расположение.

В случае II в первом квадранте имеется о д н а  кри­
вая „параболического" типа, касающаяся осей в точ­
ках А и В; в остальных квадрантах нет ничего.

В случае III — продолжение во втором квадранте 
кривой типа (1) симметрично относительно оси Оу 
кривой типа (3) в первом квадранте, а продолжение 
в четвертом квадранте симметрично относительно оси 
Ох кривой типа (2) в первом квадранте. Кривая ти­
па (2) получается из кривой типа (1) посредством сим- 
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метрий относительно оси Ох, а кривая типа (3) из той 
же кривой (I) посредством симметрии относительно 

оси Оу. В случае III можно еще рассматривать кривую
типа ... .(4) х*+у* =-1,

которая симметрична кривой типа (1) относительно 
центра О.

6. Полезно обратить внимание учащихся на обоб­
щения кривых Ламз вида

4-

8. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ

Упражнение вводит экспоненциальную кривую — „закон органи­
ческого роста"—и знакомит с ее основными свойствами; предостав­

ляет материал для практики в логарифмических вычислениях.

Простейшая из функциональных зависимостей — 
линейная. Ее общий вид:

f (х)=тх + п. [1]
Замечательное свойство линейной функции заклю­

чается в следующем: при у в е л и ч е н и и  н е з а в и ­
с и м о й  п е р е м е н н о й  х  н а  н е к о т о р о е  ( б е з р а з ­
л и ч н о  к а к о е )  п о с т о я н н о е  ч и с л о  h с а м а  
ф у н к ц и я  т а к ж е  у в е л и ч и в а е т с я  н а  н е к о т о ­
р о е  п о с т о я н н о е  ч и с л о  (зависящее от h, н о н е  
от х).

Действительно, будучи увеличено на h, значение 
независимого переменного ставится равным х-\-!г. 
Первоначальное значение функции есть 

f (х) = т х п - ,
после увеличения независимой переменной на h оно 
становится равным

f (х -j-- h) = ш ( х  —j— h) —|— щ 
итак, значение функции увеличилось на 
/ (x-\-h) — /(х) = |/ra (а: —{— /г) —(— —(тх-\-п) = mh. [2]
Последнее выражение зависит от h, но не зависит 
от х.
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Коэффициент т можно назвать к о э ф ф и ц и е н т о м  
р о с т а  линейной функции [1]; пользуясь обычным гео­
метрическим представлением, его называют также 
„угловым коэффициентом", или „наклоном", соответ­
ствующей прямой. Полагая в соотношении [2] h — 1, 
получим:

/ (*+ \ ) - f { x )  = m, [3]

откуда ясно, что к о э ф ф и ц и е н т  р о с т а  л и н е й ­
н о й  ф у н к ц и и  у к а з ы в а е т ,  н а  с к о л ь к о  у в е л и ­
ч и в а е т с я  ф у н к ц и я  п р и  у в е л и ч е н и и  з н а ч е ­
н и я  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  н а  е д и н и ц у .  
Если коэффициент роста т положителен, линейная 
функция f (ус) — возрастающая; если коэффициент т 
отрицателен, функция f ( х )— убывающая.

Что касается коэффициента п, то его смысл стано­
вится понятным, если в формуле [1] положим л; = 0:

/ (0) = п. [4]
Итак, коэффициент п („свободный член") в линейной 

зависимости [1] представляет собою „начальное значе­
ние" функции, т. е. значение ее при д: = 0.

Очень большое значение в математике имеет дру­
гая функциональная зависимость — п о к а з а т е л ь н а я ,  
и л и  э к с п о н е н ц и а л ь н а я .  Она определяется фор­
мулой

f (x)—MxN {М> 0, N> 0). [Г]

Замечательное свойство показательной функции 
таково: при у в е л и ч е н и и  н е з а в и с и м о й  п е р е ­
м е н н о й  х н а  н е к о т о р о е  (безразлично какое) по­
с т о я н н о е  ч и с л о  h с а м а  ф у н к ц и я  у в е л и ч и ­
в а е т с я  в  о д н о  и  т о  ж е  ч и с л о  р а з  (зависящее от 
h, но не от х).

В самом деле, пусть независимое переменное х 
увеличивается на h и становится равным х-\-h. Если 
первоначальное значение функции есть

f ( x )  = MxN,
то после увеличения независимой переменной на h 
оно становится равным

f(x-\-h) = Mx + hN.
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Итак, отношение вновь полученного значения к пер­
воначальному равно

f(x + h)_M* + kN_ Mh 
f W M*N [П

Последнее выражение зависит от Л и не зависит от х.
Коэффициент [параметр] М можно назвать к о э ф ­

ф и ц и е н т о м  р о с т а  показательной функции [1]. 
Полагая в соотношении [2'] h, равным единице, полу­
чим:

“£±Р = Л!, [3']

откуда следует, что коэффициент роста показательной 
функции / (х) у к а з ы в а е т ,  в о  с к о л ь к о  р а з  у в е ­
л и ч и в а е т с я  з н а ч е н и е  ф у н к ц и и  п р и  у в е л и ­
ч е н и и  н е з а в и с и м о й  п е р е м е н н о й  н а  е д и ­
н и ц у .  Если коэффициент роста М больше единицы, 
показательная функция / (х) — возрастающая; если 
коэффициент М меньше единицы, функция /(х) —убы­
вающая.

Что касается коэффициента N, то его смысл выяс­
няется, если в формуле [1'] положим х = 0 :

/ ( 0) = N. [4']
Итак, коэффициент N в формуле [Г] представляет 

собою „начальное значение" функции, т. е. ее значе­
ние при х = 0.

Следует заметить, что коэффициент роста М часто 
выражают через „процент" р увеличения значения 
функции при увеличении переменной х на единицу 
[„за единицу времени" — если х рассматривается как 
время). Если „начальное значение" функции есть N, то
будучи увеличено на р%, т. е. на щN, оно примет но­
вое значение

О+юЬ

и, полагая в формуле [3'] х = 0, f (0) = N, f( 1) =

= O+Ioo) N> полУчаем:

!+& = "• [5]
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Обратно, „процент11 через коэффициент роста выра­
жается с помощью формулы

/7 = 100 (М—1). [6]

Общим свойством линейной и показательной функ­
ции является, между прочим, то, что каждая из функ­
ций [1] и [Г] содержит по два параметра: первая т 
и п, вторая М и N. Отсюда следует, что как линей­
ная, так и показательная функция могут быть опре­
делены (т. е. могут быть установлены числов е зна­
чения содержащихся в них параметров), если известны 
значения функции при двух различных значениях не­
зависим й переменной; другими словами, такие функ­
ции могут быть определены „по двум наблюдениям"1.

Допустим, что нам известно, что при значении 
х — хх линейная функция у = пгл-j-/г принимает значе­
ние у = уг, и что при значении х=х2 она принимает 
значение у = у3, Это значит, что

[тх1 -{- п=уг
\тх%-\- п—уг\

получается два уравнения, из которых можно опреде­
лить значения тип (если х^фхУ).

Именно таким образом, например, зная заранее, что 
стоимость посылки телеграммы есть линейная функция 
от числа слов, мы, не осведомляясь о стоимости одного 
слова, можем, отправив две телеграммы (с разным 
числом слов) и расплатившись за них, подсчитать не 
только стоимость одного слова, но и стоимость „по­
дачи" телеграммы, а следовательно, и стоимость теле­
граммы, содержащей любое число слов.

Пусть нам известно теперь, что при значении х=х1 
показательная функция y — MKN принимает значение 
У — Уъ и что ПРИ значении х — х2 она принимает зна­
чение у=уг. В таком случае

(А™=л.
\M'>N=y2-, 1 J

1 С геометрической точки зрения задача определения линей­
ной функции „по двум наблюдениям” заключается в проведении 
прямой линии через две точки,
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из этих уравнений можно определить М и N (если 
X1 Ф Xi).

Для этого проще всего сначала исключить IV 
посредством деления одного уравне ия на другое и 
решить полученное уравнение относительно М\ затем, 
зная М, определить /V из одного какого-нибудь задан­
ного уравнения.

Если вы положите деньги в банк или в сберегательную кас­
су, то через определенные промежутки времени за право поль­
зования этими деньгами вы получите плату, составляющую изве­
стный процент положенной суммы („процентные деньги"). Если 
этих денег вы брать не будете, они будут причисляться автома­
тически к положенной вами сумме. Таким образом, эта сумма 
(ваш „капитал"), если вы его не тронете, будет постоянно 
„расти", как нетрудно проверить, по формуле показательной 
функции, или как говорят, по закону „сложных процентов".

При неизменных внешних условиях численность биологиче­
ских коллективов (например, население большого города) также 
обыкновенно изменяется — в зависимости от времени — по фор­
муле показательной функции. Отсюда выражение „закон органиче­
ского роста".

В предположении, что владелец текущего счета в банке или 
сберкассе не трогает своего капитала, „по двум наблюдениям", 
относящимся к двум различным моментам времени, можно вычис­
лить размер „капитала" в любой момент времени.

В предположении неизменных внешних социальных условий, 
в частности, при допущении отсутствия эмиграции или иммигра­
ции, „по двум наблюдениям", например, по итогам двух переписей, 
сделанных в разные годы, можно примерно судить о размерах 
населения данной страны или данного города в любой календар­
ный год.

Упражнение 8

На координатной сетке указаны две точки графика 
показательной функции. Написать формулу, которая 
определяет эту функцию; наметить ее график, по­
строив не менее 5 точек.

Все это проделать два раза:
I. В первый раз, — не пользуясь таблицами логариф­

мов (применяя таблицы степеней и корней или сокра­
щенные действия).

II. Во второй раз—проконтролировать вычисления, 
пользуясь таблицами логарифмов. С помощью лога­
рифмов вычислить значения функции при 2—3 наперед 
заданных|значениях независимой переменной.
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Образец
О с н о в н о й  л и с т

Две заданные точки А и В отмечены крестиками. 
Два наперед заданных значения переменной указаны 
вертикальными пунктирами,

у = M*N.
С MoaN = 5,
\M'2N = 9,

i
/125\т

2,085; N = ( ~y~J =3,73.
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_у = 2,085^-3,73

* 12,085*1 .у

0 1 3,73
0,5 1,444 5,37
1 2,085 7,79
1,5 3,011 11,23
2 4,347 16,23
2,5 6,278 23,43

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

Э
=1,85=18,893 125 1 9 

_35 13,89 
80

/13,89 = 

/2,085 =

1,44 2,09 301 4,35 6,28
373 373 373 373 373
432 627 903 1305 1884
101 146 211 305 440

4 6 9 13 19
5,37 7,79 11,23 16,23 23,43

3,73

1,444

II.
0,4 lg М + \gN = 0,6990 
1,5 lg М + lg N = 0,9542
0,8 lg M = 0,2552

IgM = 0,3190
M = 2,084

1,2 lg M + 3 lgM = 2,0970
2 lg TV = 1,1428

IgM = 0,5714
М = 3,727

lgjy = 0,3190*+ 0,5714

* 0,3190* lg У У

0 0 0,5714 3,73
1 0,3190 0,8904 7,77
2 0,6380 1,2094 16,20

<\5 0,1595 0,7309 5,38
1.5 0,4785 1,0499 11,22
2,5 0,7975 1,3689 23,39

1.1 0,3409 0,9123 8,17
2,7 0,8613 1,4327 27,08

-0,2 1,9362 0,5076 3,22
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Методические замечания

1. Преподаватель предлагает учащимся приготовить 
на клетчатой бумаге координатную систему с маслта- 
бом (лучше всего: 1 = 10 клеток) и своей рукой ста­
вит две точки (А и В) и 2—3 пунктира. Точки А и 
В при указанном масштабе следует брать с разностью 
абсцисс, равной 8; 9; 12; 15; 16 или 20 клеточкам, 
чтобы было не очень сложно извлечь корень с по­
мощью таблиц. Расставлять пунктиры следует так, что­
бы приходилось интерполировать и экстраполировать.

2. В иных случаях стоит ставить точки А и В так, 
чтобы удовлетворялось неравенство (хг—х2) (ух— _у2)<[0 
(случай убывания показательной функции).

3. Полезно обратить внимание учащихся на то, что 
логарифмирование приводит систему уравнений [7] 
к линейной.

9. РЕШЕНИЕ ОДНОГО ТРАНСЦЕНДЕНТНОГО 
УРАВНЕНИЯ 

(Задача о наследстве)
Упражнение предоставляет учащимся случай повстречаться с 
трансцендентным уравнением, возникающим из задачи „жизнен­
ного" содержания, вместе с тем указывая пути для приближенного

решения его.

Предположим, что нам нужно решить уравнение
2'г = х2. [1]

„Решить" уравнение не значит найти к а к о й - н и ­
б у д ь  его корень: это значит найти все его корни. 
В данном случае найти какой-нибудь корень уравнения 
не представляет ни малейшего труда. Мы видим сра­
зу, что уравнение удовлетворяется, если положим х—2:

22 = 22.

Совершенно ясно также, что уравнение удовлетво­
ряется также при х—4:

24 = 42.
Итак, два корня уже найдены. Чтобы отдать себе 

отчет в том, нет ли еще корней уравнения [1], наме­
тим график левой и правой части уравнения.
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Черт. 21

Показательная функция 2х—возрастающая:с увеличе­
нием значения х ее значения также возрастают. На­
метив точки:

(~3,|), (~2’т)’ (—Ьу)>(О-1)>(1.2),(2,4),(3,8),(4,16),

мы уверенно проведем через них плавную кривую — 
график этой функции.

График функции х2 проходит через точки:
(0,0), (1,1), (2,4), (3,9), (4,16)

и имеет ось симметрии Оу. Функция х2 — возрастающая 
при х>0 и убывающая при х<0.

Как показывает чертеж 21, два графика имеют одну 
точку пересечения в полуплоскости х<0.
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Действительно, при х——\ мы имеем 2*<Ос4, тогда 
как при л: = 0, напротив, 2х^>х1 2; так как в промежутке 
— 1<5с<0 левая часть уравнения (2х) возрастает, а пра­
вая (л2) убывает, то в этом промежутке при некотором 
значении я должно осуществляться равенство [1]. Из 
чертежа видно,что это значение х, примерно, равно —0,7.

Таким образом, мы обнаруживаем еще один, отри­
цательный, корень нашего уравнения. Чтобы опреде­
лить его точнее, хотя бы с одним знаком после запя­
той, но с правильным округлением, станем составлять 
табличку:

л: xlg2 2х л*

-0,7 —0,2107= Г, 7893 0,62 > 0,49
—0,8 —0,6321 = Г, 3679 0,23 < 0,64
—0,75 —0,2258= Г, 7742 0,59 > 0,56

Итак, при х — —0,8 еще имеет место неравенство 
2х<^х2, но при л; = — 0,75 имеем: 2х больше, чем л;2. Зна­
чит, искомый корень х удовлетворяет неравенству 
— 0,8 < л < — 0,75. Таким образом, округляя согласно 
правилам до ближайшей десятой, мы можем написать

л;----- 0,8.

Продолжая „пробы“ (подставляя значения х=—0,76; 
—0,77; —0,78; —0,79 и промежуточные), мы могли бы 
вычислить значение корня с точностью до ближайшей 
сотой, и, если бы понадобилось, еще точнее.

Обращаясь теперь к полуплоскости я 2^0, мы видим, 
что при 0<х<1 график у=х* лежит ниже кривой у—2х, 
так что справедливо неравенство Л'2<2Х1. При х—2 
уже имеет место пересечение, т. е. осуществляется 
равенство [1]; дальше, график х2, как показывает под­
становка х=3, поднимается выше графика 2х; при х~4—

1 Это видно из чертежа, логически же вытекает из такого 
соображения. Возводя обе части неравенства а:<1 в квадрат, по­
лучаем аг2<!1; с другой стороны, так как 0<лг, то2о<2лг, т, е,
2х~у>\. Значит, х2 <2*.
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снова пересечение, снова равенство; наконец, при еще 
больших значениях х показательная функция 2х опять 
становится больше, чем я2, и растет гораздо скорее: 
например, 210 равно 1024, тогда как 10а равно всего 
лишь 100.

Из предыдущего не вытекает, что уравнение [1] 
имеет т о л ь к о  д в а  положительных корня. Однако 
такое заключение можно сделать достаточно наглядным, 
если принять во внимание, что (при х>-0) уравнению 
[1] можно, путем логарифмирования, придать вид:

или
.dg102=21g10.x,
lgio2

2 ■x=\g10x.

[2]

[2']

Представим себе теперь графики левой и правой 
части. График правой части — хорошо известная ло­

гарифмическая кривая (черт. 22); график левой части— 
прямая, проходящая через начало координат, с накло­
ном т=-^—~0,15. Взаимное расположение кривой
и прямой (кривая „выпукла вверх") таково, что имеет­
ся ровно две точки пересечения.

Упражнение 9

З а д а ч а .  После смерти отца старший сын получил 
в наследство 1000 р., младший—10 000 р. Старший сын 
находит способы увеличивать имеющийся у него капи­
тал на р% ежегодно; младший, нетрудоспособный, 
ничего не зарабатывая, расходует ежегодно по Q 
тысяч рублей. Когда капиталы сравняются? Какой 
капитал при этом окажется у каждого брата?
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Р е ш е н и е .  Через л: лет после смерти отца стар­
ший сын будет иметь:

1000-(1 + 4)" т- е' 1000-Мх рублей(АГ^1+4); 
младший сын в то же время будет иметь:

10000— Q .1000 к
рублей. Мы должны получить равенство:

1000. 10 000— Q, lOQOuc,
ИЛИ Жл=10—Qx. [3]

Задача заключается в решении этого уравнения 
относительно х (при данных М и Q).

Предлагается: 1) наметить график левой и правой 
части уравнения [3]; 2) ориентируясь графиками и поль­
зуясь методом проб, найти приближенно корень этого 
уравнения, обеспечивая правильность двух цифр после 
запятой.

Образец
Р=18, Q=l,5

О с н о в н о й  л и с т  (черт. 23)
18

м = 1+т  =1>18
\gM = 0,07188~0,0719---------- -------------

-l,'l8-r= 10- 1,5 л:

д: x l g M М х

О1о

5,12 0,3681 2,334 > 2,320
5,11 0,3674 2,330 < 2,335
5,115 0,36766 2,3316 > 2,3275

5,11 <*<5,115

х  — 5,11

ЛР«= 10- Q*~2,33.

У обоих братьев через 5,11 лет будет по 2330 р.
94





В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т
М = 1,180 

М2 = 1,292 
М*= 1,643 
М4 = 1,938 
№> = 2,287 
MS = 4,435 

М4,5 = 2,106

1,392
3461
1392
835

56
4

2,287

4,435
2931
4435
1331

399
9

6,174

10-1,5* = 3
70 14 А Й7* — 15- з -4,67 

10- 1,5* = 2

х__=_ с зз■* — 15 3

МП = 6,174 
М5>5 = 2,485 X = 5,12?

0,0719
215

0,0719
115

0,07188
5115

3595
72
14

3,595
72
7

35940
719
72

0,3681 0,3674 35
0,36766

Методические замечания
1. Можно при распределении числовых данных р и 

Q комбинировать хотя бы следующие значения:
р—10; 20; 30; 40; 50; 60;

Q = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5,
что дает всего 6X5=30 вариантов. При проверке сле­
дует учитывать, что корень х является, конечно, убы­
вающей функцией обоих параметров: р и Q.

2. Чтобы сократить поиски приближенного значения 
корня, очень полезно пользоваться более точными 
графическими приемами: например, на чертеже 23а 
выделен небольшой квадрат, в котором заключено 
пересечение кривых, и затем этот квадрат воспроизве­
ден на чертеже 23b в увеличенном виде; при этом 
приходится, конечно, кое-что „довычислять" с боль­
шей точностью (пересечение графиков со сторонами 
квадрата). На увеличенном чертеже координаты точки 
пересечения двух линий „читаются на-глаз“ довольно 
точно.

3. При последних вычислениях, естественно, веду­
щихся по логарифмам, четырехзначные таблицы могут 
оказаться недостаточными, и придется прибегать к пя­
тизначным.
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10. ЖЕМЧУЖИНЫ

Упражнение имеет в виду, в процессе построения кривых дан­
ного семейства, тренировать учащихся в логарифмической тех­
нике более высокого уровня (отрицательные характеристики).

где аи^ — положительные рациональные числа.
Предлагается:
1) По таблицам логарифмов произвести точечное

построение кривой в пределах Итти через
промежутки 0,1, добавляя в случае надобности проме­
жуточные точки.

2) Отдать себе отчет в расположении всей кривой 
в целом.

3) Избавляясь от иррациональностей, установить по­
рядок кривой.

Упражнение 10

Дано уравнение вида

у = х“ (1 —х)?,

Образец

2_ 
7 '

О с н о в н о й  л и с т  (черт. 24)

у = ±У'х У(\-х)\ 

уи = хч{ 1 — х)\

Порядок кривой равен 14.

*>0.

7 В. Л. Гончаров 97
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В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

X lg х 1
-ylg-r ч

1

ч
1

ы

Ч
1

ьо 
<м |ь-

ч
1т—<
ър

сч jt--

+
Ч
ьс

— !сч

II

ър

|У|

0,0 — 00 — 00 1,0 0,0000 0,0000 — 00 0,000
0,1 1,0000 1,5000 0,9 1,9542 1,9869 1,4869 0,307
0,2 1,3010 1,6505 0,8 1,9031 Г, 9723 1,6228 0,420
0,3 1,4771 1,7385 0,7 1,8451 1,9557 1,6942 0,495

0,9 Г,9542 Г,9771 0,1 Г, 0000 Г,7143 Г, 6914 0.491
1,0 0,0000 0,0000 0,0 — 00 —* 00 —' 00 0.000

0,05 2,6990 Г, 3495 0,95 Г, 9777 Г, 9904 Г, 3399 0,219
0,95 1,9777 1,9888 0,05 2,6990 1,6283 1,6171 0,414

1,1 0,0414 0,0207 0,1 Г, 0000 Г,7113 Г, 7350 0,543
1,2 0,0792 0,0396 0,2 1,3010 1,8003 1,8399 0,692
1,3 0,1139 0,0570 0,3 1,4771 1,8506 

• •
1,9076 0,808

Методические замечания

1. Знак абсолютного значения при \—х в заглавной 
строке таблицы нужен лишь постольку, поскольку 
в трех нижних строках таблицы производятся подста­
новки значений х, ббльшие чем 1.
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2. Следует условиться о выборе масштаба на оси 
Ох-. принять за единицу длину одной клеточки, однако, 
предоставить удачный выбор масштаба по оси Оу са­
мим учащимся.

3. Необходимы дополнительные подстановки около 
точки х = 0при и<! и около точки х — 1 при р<1.

4. Наименование кривой („жемчужина") оправды­
вается формой той ее части, которая заключена в по­
лосе Однако и эта часть кривой похожа на
жемчужину (уж лучше бы сказать—на раковину) только 
в случае а<П, р<1 и при условии, что хотя бы 
одно из чисел а и р — дробное, с четным знамена­
телем.

5. О расположении кривой в целом можно выска­
зать следующие замечания. Если а —дробь с четным 
знаменателем, кривая не идет в полуплоскость л:<0; 
если р —дробь с четным знаменателем, кривая не идет 
в полуплоскость х~у>\. Если хоть одно из чисел а и 
Р —дробь с четным знаменателем, то функция _у —дву­
значная: имеет место симметрия кривой относительно 
оси Ох.

В дальнейшем будем говорить о ветви кривой, соот­
ветствующей арифметическим значениям корней. При 
любых аир точки (0, 0) и (1,1), конечно, принадле­
жат кривой. Касательная к кривой в точке х = 0 обра­
зует угол в 45° с осью Ох, если а = 1; она вертикальна 
при s<l и горизонтальна при а>1. Аналогично — 
относительно точки х—1 и параметра р (но при Р = 1 
угол, конечно, равен не 45°, а 135°).

Если а—целое или дробь с нечетным знаменате­
лем, то кривая пересекает или не пересекает ось Ох 
в точке х = 0, смотря по тому, будет ли числитель а 
нечетным или четным1. Аналогично — относительно 
точки х=\ и параметра р.

6. Распределять значения аир можно совершенно 
свободно с помощью цифрового набора без нулей: из 
вынутых четырех цифр первая пусть будет числитель, 
вторая — знаменатель числа а, третья — числитель, 
четвертая — знаменатель числа р (произвести сокраще­
ния, если придется).

1 Целое число здесь рассматривается как дробь со знамена­
телем 1,
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7. Контролирующим обстоятельством является то, 
что основная часть кривой (0<х<1, _у>0) достигает 
максимума в точке х, делящей отрезок 0,1 в отноше-

1 2нии а:{5. Так, в нашем примере а:? = у:~ = 7 : 4 и
7 7максимум находится в точке х = — уу.

В самом деле, с помощью дифференциального 
исчисления из уравнения у = х* (1—х)? следует, что

IgT = «lg-* + plg (1 — х ) ,

т. е.

У _ а Р
У X  1 —  х ’

у' = 0 нам дает:
а -pi— —0,X 1 — л: ’

Х- а  + у 1— Х = -а

И. ОБРАТНЫЕ ФУНКЦИИ

Упражнение имеет в виду, привлекая внимание к „прямой" 
и „обратной" функциям, укрепить в сознании учащихся понима­
ние функциональной зависимости как соответствия между двумя 
числовыми множествами; оно дает также повод для культивиро­

вания полезных формально-оперативных навыков.

Рассмотрим пример функции

У =/(*)=щ(*3 + -*2)- [1]

Построим соответствующую таблицу и график, 
ограничиваясь хотя бы положительными значениями х, 
но как можно точнее.

X У Л' У X У

0 0,00 5 1,50 10 11,00
1 0,02 6 2,52 11 П.52
2 0,12 7 3.92 12 18,72
3 0,36 8 5.76 13 23 66
4 0,80 9 8,10 14 29,40
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С помощью этой таблицы или графика (черт. 25) 
легко найти значение у по заданному значению х, 
например, при л; = 10 оказывается, что _у = 11.

Поставим перед собой теперь обратную задачу — 
найти значение х по заданному значению у, пусть на- 
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пример, у — 10. Дело сведется к решению уравнения
1

или
Ю — jqq(a'3 + ха),
х3 -\-х2 — 1000=0.

С вычислительной точки зрения — это довольно 
кропотливая задача, не представляющая, однако, ника­
ких принципиальных затруднений. Но если мы не оза­
бочены очень большой точностью, то уже, ско ьзя 
глазами по таблице, или, гораздо лучше, всматриваясь 
в график, мы можем заключить, что искомое значе­
ние л; равно, примерно, 9,7.

Пользуясь тем, что график дает возможность очень 
быстро и без большой затраты труда решать подоб­
ного рода обратные задачи, мы имеем возможность 
также составить т а б л и ц у  значений х, соответствую­
щую данной последовательности значений у, например, 
для значений у—0; 1; 2;... Такая таблица имеет вид:

У X У X У ,х

0 0,0 5 7,7 10 9,7
1 4,3 6 8,1 11 10,0
2 5,6 7 8,6 '12 10,4
3 6,5 8 9,0 13 10,7
4 7,2 9 9,4 14 10,9

Конечно, эта таблица и не очень полна и не очень 
точна, но исключительно от наших собственных уси­
лий зависит ее дальнейшее усовершенствование.

Не останавливаясь на теоретическом обосновании 
того, что к а ж д о м у  п о л о ж и т е л ь н о м у  з н а ч е ­
н и ю  у с о о т в е т с т в у е т  о п р е д е л е н н о е  п о л о ­
ж и т е л ь н о е  з н а ч е н и е  х, установим справедливость 
этого практически очевидного факта — и тем самым 
признаем (для данного примера, при ограничениях 
х>0, у> 0), что не только у есть функция х, заданная 
уравнением [1], но и, обратно, х также есть н е к о ­
т о р а я  функция у\ хотя формула, выражающая л; 
через у, нам неизвестна, все же мы имеем право написать:

x^g(y). [2]
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Эта функция a: = gty) называется о б р а т н о й  по 
отношению к функции у — f(x).

Рассмотрим другой пример:

^=Л*)=ш(*" + 1). И
Здесь можно провести те же самые рассуждения; 

конечно, таблица и график уже будут иные; но 
обратите внимание на то различие, что в этом новом 
примере имеется полная возхможность выразить обрат­
ную функцию x—g(y) с помощью простой формулы:

x = g ( y )  =  V W f ^ \ .  [4]

Тому обстоятельству, что в. одних случаях обратная 
функция представляется в виде элементарной формулы, 
в других — не представляется, не следует придавать 
особого значения.

Существенно важно другое обстоятельство. Рассмотрим еще 
пример:

У  = / ( х )  =  -щг\ И
(стр. $9, черт. 5); при этом не будем ограничивать изменяе­
мость х никакими условиями (—оо < х  < -j- со). Уже один взгляд 
на график говорит нам о том, что „обратная" задача нахождения 
значения х по заданному значению у  разрешима не при всяком 
заданном значении _у; с другой стороны, некоторым данным зна­
чениям у, соответствует не одно, а два значения х.  Это связы­
вается с тем фактом, что прямая, параллельная оси Ох,  или вовсе 
не пересекает графика или пересекает его в двух точках. В этом 
примере легко притти к тем же результатам и аналитически 
(т. е. с помощью формул). В самом деле, решение относительно 
х уравнения _ 2х

У-х2 + \>
ИЛИ

2X2---у X + 1 = О,

возможно лишь при условии - 
лой

1» и оно дается форму -

х — ± /1 -У:

которая распадается на две: 

*1 = ,1-tVi-у2
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1-/ь ■ у . У
2 V 1 + /1 — у2’

В этом случае говорят, что обратная функция

* = ё(У) =
1 + /1 - v2

„существует" лишь при условии — 1 <;_у ■< + 1, и нередко гово­
рят, что при этом условии она „двузначна"1.

Функция у от переменной х, определяемая уравнением „кри­
вой дьявола" (стр. 42, черт. 8), „четырехзначна" в промежутке —
— ]/^96 <.*:<-|~v/96 и „двузначна" вне этого промежутка; обрат­
ная функция х от переменной у , определяемая тем же уравне­
нием, существует лишь в промежутках — б^у-^ + б, — 8 и
у >8, и притом „четырехзначна" в промежутках — 6 < у < + 6
— 10<у < —8 и 8 <у < 10, и „двузначна" в промежутках у < — 8
и у > 8.

Рассмотренная нами в качестве первого примера функция 

у = f ( x )  = jQQ (л:3 х2) однозначна всюду (—оо < л: <-+оо): н0

однозначность обратной функции x  =  g ( y ), имеющая место при 
х ^ > 0 ,  не распространяется на совокупность всех возможных 
значений л:. Так, мы убеждаемся непосредственно, что уравнение 
x s - \ - x 2 — 0,063 = 0 имеет три корня: ^ = — 0,3 и х 2  3 = — 0,35 +
+ 1^0,3325, откуда видно, что при у = 0,00063 функция х  = g(y)  
имеет три значения. Чтобы разобраться в геометрическом смысле 
этого явления, достаточно нарисовать график функции y =  f ( x ) =

= Год (-г3 + л:3) для промежутка — 1 0 в сильно увеличен­
ном масштабе.

Нас очень интересует еще один вопрос: как по 
г р а ф и к у  д а н н о й  ( „ п р я м о й " )  ф у н к ц и и  п о ­
с т р о и т ь  г р а ф и к  о б р а т н о й  ф у н к ц и и ?

Предположим, что уравнение, определяющее пря­
мую функцию, y—f{x)

может быть разрешено в виде формулы относительно 
переменной х:

тогда функция, обозначаемая буквой g, как раз и есть 
обратная по отношению к функции /. Но уравнение 
[7] написано не в привычной для нас форме, так как

x = g(y); [7]

1 Точнее было бы сказать, что имеются две обратные 
функции в каждом из промежутков — 1 <у < 0 и 0<у<1.
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мы привыкли независимую переменную обозначать 
буквой х, а зависимую — буквой у. Итак, переставим 
буквы х и у в уравнении [7] между собою; тогда по­
лучим уравнение:

y=g(x). [8]

Легко понять, что уравнения [6] и [7] имеют один 
и тот же график, так как уравнение [7] равносильно 
уравнению [6J: оно лишь написано в другой форме, 
так как „решено" относительно х. Что же касается 
графика уравнения [8], то он очень просто связан 
с графиком уравнения [7] или, что то же, [6]: если 
точка М (х, у) принадлежит графику [8], то точка 
М (у, х) принадлежит графику [6], и обратно. Дру­
гими словами, г р а ф и к  о б р а т н о й  ф у н к ц и и  [ 8 ]  
и  г р а ф и к  п р я м о й  ф у н к ц и и  [ 6 ]  в з а и м н о  с и м ­
м е т р и ч н ы  о т н о с и т е л ь н о  б и с с е к т р и с ы
о с н о в н о г о  к о о р д и н а т н о г о  у г л а  х=у
(стр. 74)1.

Так, например, достаточно построить на чертеже 25 
кривую, симметричную уже имеющейся кривой отно­
сительно биссектрисы, изображенной пунктиром, чтобы 
получился график функции, обратной по отношению 
к функции [6], т. е, график уравнения

х = 100 (У+У).

Упражнение 11
Дана функция

y=f{x);
требуется: 1) построить по точкам ее график, 2) соста­
вить (если возможно) уравнение, определяющее обрат­
ную функцию, в виде

У = g(x),
3) построить по точкам график этой обратной функ­
ции, 4) проверить на-глаз, что полученные графики 
взаимно симметричны относительно прямой х — у.

1 Разумеется, при у с л о в и и  р а в е н с т в а  м а с ш т а б о в  
н а  о с я х .
1 0 6



Образец

У *=А*)=
О с н о в н о й  л и с т

В нашем примере прямой функцией является функ­
ция

У 1 X
Меняем между собою буквы х и у:

х — .-ц— .
1  +У

Решаем полученное уравнение относительно у;
х

У ~ 1 - х -

Итак, обратная функция есть (черт. 26)

S(x) = T&x-
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В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

Методические замечания

1. Трудность этого упражнения не в вычислениях’ 
а в том, чтобы правильно схватить суть вопроса. Уча­
щихся, естественно, затрудняет понимание функции 
как „соотношения" или как „совокупности действий", 
а не как „зависимой переменной". Они не сразу пости­
гают то весьма важное обстоятельство, что „природа 
функции не зависит от того, какими буквами обозна­
чены переменные" (это и обусловливает возможность 
взаимной перестановки букв х н у ) .  К такому уровню 
абстракции, как-никак, должна подвести средняя 
школа.
1 0 8



2. Чтобы, усвоив понятие обратной функции, успеш­
но выполнить Упражнение 11, представляется целе­
сообразным предварительно проделать довольно значи­
тельное количество подготовительных упражнений 
того же типа, но прогрессирующей сложности, и на­
чиная с самых простых.

Следующий ассортимент примеров способен слу­
жить цели таких подготовительных упражнений, и из 
него вместе с тем можно заимствовать материал для 
основного Упражнения И.

Формула f(x) имеет вид:

1) х + 2, 2) х — 1, 3)5*, 4) -у, 5) -х, 6) 1 - х ,  

7) 8 ) x  + i,9)^1, 10) 2х—1, ll)-f+l,

12) 1 -2х, 13) 1---------f, 14) х2, 15) -f ,  16) + + 1)2,

17) (1-х)2, 18) 2 (х — З)2, 19) 2х2—3, 2 0 ) ,

214 + 2 -  22>
2

1 - А
23) \±$ 24) /х, 25)1 + //

2Ь) / х  + 1, 27) -yL-, 28) / 2 х + 3 ,  Ух,
29) 2  / х  +  3,

30) 2/1 + 3,
31> (,+/)■ 32)1

— V'l — х ,

33> ,+■ 34) *-V У зб)^,

оо\ \/ ~ 1 / х* + 1
37) /\-х- 38) у 2 + х, V хз ’

40) У1 + // 41) (x2-f 2)3, 42) х2 — х, 43) х2+х+1,

44) 2х, 45) 2-*, 46) 2-+ 47) 2 X
У

48) 10/
А+ 1

491 10J: - ’ 10^—1 ’
50)

Wx _ „ , , Л  X — 1
1 10^ , 51) 10 52) lgio+

53) /lg10x, 54; > + ё ! 0 + — 5 5 )  l g s ( 1  + /  х ) ,

w> 1++' 57) -Т-.
58) -K+lglO-K-
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Соответствующие обратные функции g (х) таковы:

1) х —2, 2) х+1, 3) -у, 4) 2х, 5) — х, 6) 1— х, 

7) 8)х-А 9) 2л; —1, Ю )^, И) 2(х-1),

12) 13)3 (1-х), 14) ух, 15) /5х,

16)/х-1, 17) 1-/х, 18)3+j/-f-, 19)]/^±-3,

20) 4- + 1, 21) 4—2, 22) 1 - 4, 23) 1+1 24>*!.

25) (х — I)3. 26) х2 — И 27) +
осл -*'3 — 3 2») 2 ,

29) (+
)-

3, 30) (X- 3\2
V 2 У • 31) -4- ьу л:

32) 2х — -X2. 33) J/I5‘ 34) |/+,

36) уУ2х, 37> >-(т)!• 38),А 39) тт—  
iA2 -1

40) (* - m 41) ^__2 , 42) ,

43) =у- , 44) lg2x, 45) — lg4x,

46) / — l g 2  л : ,  47)
'go-

50) lg*0x, C J \ IglQX + 1

48) lg10x, 49) lg10 ~-v

52) 10*, 53) 10+

54) 10*’+1, 55) (2*—]^ 5 6 ) 2 l _  r ,

У — g(x) определяется
58) функция y=g(x) 
кюУ — у^х.

уравнением
определяется

n o

57) функция

2у~ ху = 0, 
уравнением



12. ПРОСТЕЙШИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДАННОГО 
ГРАФИКА

Упражнение имеет в виду укрепить наглядные представления, 
связанные с изменением величин по простейшим функциональ­
ным законам (обратная величина, квадрат, показательная и лога- 
рифмическа^зависимости).

Упражнение 12
Задан график функции у = }(х) в промежутке 

0 < х < 1 .  Составить таблицу его значений через про­
межутку,^ 0,1.-Затем составить такие же таблицы для 
функций' •

1) У — f Xх), 3) у = lg10/(x),

2) у = у^у, 4) у = afM (а задано)

и наметить их графики на том же чертеже. По мере 
надобности брать дополнительные значения х. Значе­
ния квадратов, обратных величин и логарифмов заим­
ствовать из печатных таблиц.

Образцы
Вариант А

О с н о в н о й  л и с т  (черт. 27) 
а —  1,2; lg10a = 0,0792. 

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

o , o 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 1 , 0

fix) 1,06 1,10 1,12 1,15 1,17 1,18 1,07

В  ( X ) 1,12 1,21 1,25 1,32 1,37 1,39 1,14
1

fix) 0,94 0,91 0,8Э 0,87 0,85 0,85 . . . 0,93

lgio/W 0,025 0.Г41 0,049 0,(61 0,068 0,072 0,029

fix) lgioT 0,083 1 0,087 0,088 0,091 0,092 0,093 . . • 0,084

af(x) 1,21 1,22 1.23 1,23 1,24 1,24 . . . 1,21

0.0792 0,0792 0,0792
601 Oil 211
79 79 79

4 8 8
10,083 0,087

0,088



- ’’Ч.

,J
.и* *>

/
у

у \

__/
У 1 1 Г.

•\ 1 —

(' . I *. 11
i'- /' ч f J7 \

Sг- /л \
ч

/ л у 1
*>

"̂ т ***<— ■ г \ у

log { >—*•* — — **
••V

—
1
L i1

О - А,
N , "" 1

Черт. 27
1 1 2



Вариант В
О с н о в н о й  л и с т  (черт. 28) 

и  — 1,5; l§]o^ = 0,1761. 
В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

X 0 , 0 0 , 1 0 , 2 0 , 3 0 , 4 0 , 5 . . . 1 , 0

f i x ) 0,70 0,80 0,89 0,99 1,08 0,91 1,19

Р ( Х ) 0,49 0,64 0,78 0,97 1,16 0,83 . . . 1,41

1
f i x ) 1,43 1,25 1,12 1,01 0,93 1,10 0,84

Igio f i x ) -0,155 -0,097 -0,051 -0,004 0,033 -0,041 . . . 0,076

f i x )  lgio« 0,123 0,141 0,156 0,174 0,190 0,160 . . . 0,209

a f(*) 1,33 1,38 1,43 1,49 1,55 1,45 . . . 1,62

Методические замечания

1. Графики функций y ~ f { x )  преподаватель чертит 
от руки, предложив классу предварительно заготовить 
координатную сетку. Начало координат следует взять, 
отсчитав б к л е т о ч е к  в в е р х и б к л е т о ч е к  в п р а в о  
о т  н и ж н е г о  л е в о г о  у г л а  с т р а н и ц ы  (в верти­
кальном положении); масштаб: 1 = 2 0  клеток. При та­
ком выборе системы на странице поместится полоса 
— 0,25<_у< 1,68. Если нарисованный преподавателем 
график будет удовлетворять условию

0,60 </<1,20 , [И
то отсюда будет следовать:

0,36 </2< 1,44, 
0,83 < ~ y  < 1,67,

[2]
[3]

— 0,22 < lg10/< 0,08; [4]
&  В. Л. Гончаров 113
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значит, все графики y=f, y = f ,  y=-j и у= lg 10/ по 
местятся на чертеже.

Что касается графика у — а/, то преподаватель дол­
жен сам назначить одно и то же или различные зна­
чения а. Лучше всего брать значения а из промежутка

[5]

Давать значения а, меньшие чем 1, значит без надоб­
ности запутывать работу; промежуток 1 1,2 неу­
добен, так как графики у — af будут слишком мало от­
личаться от горизонтальной прямой. Раз а> 1, то и 
а^> 1; если притом а <1,5, то af < 1,51>2^ 1,62; таким 
образом, будем иметь:

1< o'<1,62, М
и значит, график у = а/ также целиком уместится на 
чертеже.

2. Будут ли пять графиков между собою пересе­

каться? Графики /, /2 и очевидно, пересекаются в

тех точках, где /= 1. Из правой части неравенства [4] 
и левых частей неравенств [1], [2], [3] и [6] видно, что 
график lg/ не пересекается с остальными: он ниже их 
всех. Что касается графика а/, то при допущении не­
равенств [1] и [5] возможны лишь

(а) пересечение графика af с графиком /2:
a f — f \

(р) пересечение графика a f  с графиком - у :

Равенство а/ = / невозможно, так как 
1

f t  < 1,2 Ь2 — 1,166,
тогда как

, о >1,2;
значит, а >// # a/^>f: график af всегда выше, чем график/.



На чертеже 29 изображен прямоугольник, опреде­
ляемый неравенствами [1] и [5] в координатной плоско­
сти Oaf, на нем отмечены кривые (а) и (fi).

Из этой диаграммы видно, что, если а—1,2, то равен­
ство a f — f 2  имеет место при значении /, едва большем 
чем 1,1; и это стоит в соответствии с тем фактом, что 
на чертеже 27 вертикали, проведенные через точки 
пересечения графиков a f  и р ,  встречаются с графиком f  
как раз в таких точках, где/~1,1. При том же зна­
чении а  равенство a f ~ y  могло бы иметь место в
точках, где функция / принимала бы значения—0,85: 
но график / таков, что />0,9, и потому графики

a f  и у не пересекаются.
Чертеж 28 соответствует предположению а=1,5. 

Диаграмма показывает, что при этом значении а пере­
сечений графиков a f  и /2 быть не должно; пересече­
ние а! с у должно иметь место там, где /% 0,74. 
Именно так и расположены точки пересечения a f  
и j на чертеже 29.

Таким образом, рассмотрение точек пересечений 
графиков дает недурной способ контролировать пра­
вильность выполненных работ.

3. Вот еще один способ беглого контроля, относя­
щийся, впрочем, лишь к варианту В.

В варианте В данный график / составляется из от­
резков прямых

f=,mx-\-n (>0),

Легко проверить с помощью дифференцирования, 
что

(f2)"— [(nix -j- п)~\' = 2/й2 > 0,
(1У = Г_______I____Т= W > о\ f j  | тх +  п  J { m x  +  n f - ^  '

(Igm })" —  ['gn (т* + tl)]" = — ( ^ х  у  п р  <С 0,

(V- — 'gioе  > 0)>
( a f ) "  = [атх + ПУ' ~ атх + " т? lg2 а > 0.
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Таким образом, дуги, из которых составляются кри­
вые /2, -j, lg 10/ и а/, являющиеся соответственно от­
резками парабол с вертикальной осью, гипербол с 
вертикальной и горизонтальной асимптотами, логариф­
мических кривых и, наконец, показательных (экспонен­
циальных) кривых, таковы, что н а п р а в л е н и е  в ы ­
п у к л о с т и  у них постоянно сохраняется одно и то 
же, а именно:

отрезки графиков /2, j и а/ в ы п у к л ы  в н и з ,
отрезки графиков l g ] 0 / в ы п у к л ы  в в е р х .

Конечно, выпуклость может быть и е д в а  з а м е т ­
н о й .

4. Представляется, повидимому, наиболее интерес­
ным и полезным предлагать одной части учащихся 
вариант А (преподаватель чертит графики функций / 
от руки), а другой — вариант В (преподаватель чертит 
по линейке, выбирая 1—2 угловые точки преимуще­
ственно на одиннадцати основных вертикалях). Предла­
гать разнообразные значения а едва ли необходимо: 
можно даже дать всем одно и то же значение а.

Из диаграммы (черт. 29) видно, что, например, взяв 
а— 1,2 и проведя график / с заходами выше прямой 
у=1,1 и ниже прямой у/= 0,8, получим точки пересе­
чения графиков как типа (а), так и типа (Р); напротив, 
взяв а = 1,4 или 1,5 и ограничивая график полосой 
0,8<_у<1,2, можно избежать точек пересечения, и 
тогда будем иметь:

так что графики /, /2 и у , пересекаясь там, где /= 1, 
будут расположены м е ж д у  графиками lg10/ и af.

13. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ЧЕРЕЗ ТРИ ТОЧКИ
Упражнение вооружает учащихся самым простым приемом 

для приближенного аналитического представления эмпирически- 
заданного „плавного" графика; попутно предоставляется случай 

оперировать свойствами трехчлена второй степени.

Перед тем, кто, исходя из данных уравнений, произ­
водит построение их графиков „по точкам" и полу­
чает при этом самые разнообразные кривые, естественно 
ИВ



возникает обратный вопрос: м о ж н о  л и ,  и с х о д я  и з  
з а д а н н о й  к р и в о й ,  с о с т а в и т ь  у р а в н е н и е ,  
г р а ф и к о м  к о т о р о г о  я в л я л а с ь  б ы  э ’ т  а  к р и ­
в а я ?  Можно ли, другими словами, записать соотноше­
ние между двумя переменными величинами х и у в 
виде формулы такого рода, чтобы геометрическим 
местом точек, координаты которых удовлетворяют 
этому соотношению, была бы как раз заданная кривая?

Поставленный в такой общей форме, этот вопрос 
представляет очень большие трудности, и именно по­
тому, что на данной кривой неизбежно имеется бес­
конечное число точек: таким образом, вводя требова­
ние, чтобы координаты каждой из этих точек удовлет­
воряли искомой формуле, мы налагаем на эту фор­
мулу бесконечное множество условий.

В некоторых частных случаях дело обстоит значи­
тельно проще.

Предположим, например, что данная кривая есть 
прямая линия, или хотя бы почти неотличима от пря­
мой линии—„на-глаз“ или даже при проверке с по­
мощью линейки. Тогда естественно взять на этой кри­
вой произвольно какие-нибудь две точки Р и Q и 
затем подыскать уравнение п р я м о й  л и н и и  по 
условию, чтобы координаты точек Р и Q ему удовлет­
воряли: это будет линейное соотношение вида

у = А-{-В х [1]

с двумя „неопределенными коэффициентами11, или 
„параметрами" А и В. У нас будет два уравнения, по 
одному для каждой из точек Р и Q, и две неизвест­
ных величины А и В: задача сведется к решению ли­
нейной системы1. Так как данная кривая неотличима 
от прямой (или почти неотличима), то график получен­
ного уравнения совпадает с ней всеми своими точками 
(или почти совпадет: в иных случаях можно мириться 
с небольшими погрешностями).

Например, на чертеже 30 изображена п у н к т и р н о й  
линией кривая, почти неотличимая от прямой: выбрав на 
ней две точки Р(—3,2) и Q(0,4), удобные тем, что у 
них целые координаты, мы для определения коэффи-

1 Такая задача рассматривается в Упражнении 11 (I).
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Черт. 30

циентов Л и Б в формуле [1] получим систему двух 
уравнений

F [2 — А-\-В. (—3)U = А-\-В. О,
из которой немедленно вычисляем значения А и В:

А = 4, В = §;

подстановка их в формулу [1] нам дает:

или
У = 4+

2а- — Зу-j- 12 = 0. [2]
График полученного уравнения [2] ( с п л о ш н а я  

линия на чертеже) пойдет через „вершины” сетки (3,6), 
(6,8) и т. д., местами чуть отклоняясь от заданной 
кривой; однако, можно все же признать, что он ее 
„приближенно” представляет.

Предположим еще, что данная кривая есть 
о к р у ж н о с т ь ,  или очень похожа на окружность,— 
что можно проверить с помощью циркуля. В таком 
случае, выбрав на ней произвольно три точки, мы 
сумеем определить две координаты ее центра и ее 
радиус, и тогда можно будет написать уравнение ок­
ружности, которая абсолютно точно пройдет через 
три выбранные точки, вообще же будет представлять 
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данную кривую приближенно. Упомянутые операции 
можно проделать геометрически или аналитически.

Нахождение формулы определенного типа согласно 
условию, чтобы соответствующий ей график, по воз­
можности напоминая данную кривую, в точности про­
ходил через несколько ее заранее выбранных точек, 
носит название и н т е р п о л я ц и и ,  и л и  и н т е р п о л и ­
р о в а н и я .  Описанный выше прием интерполирования 
с помощью прямой линии, через две точки, называет­
ся л и н е й н о й  интерполяцией.

Если заданная кривая в некоторой своей части — 
очень гладкая, без маленьких извилин, но заметно от­
клоняется по виду от прямой линии, то весьма часто 
удается успешно выполнить так называемую к в а д р а ­
т и ч е с к у ю  интерполяцию через три выбранных точ­
ки посредством формулы вида

V=A + Bx + Cx2. [3]
Такая формула представляет геометрически (при 

С ф 0) параболу с вертикальной осью.
В самом деле, уравнение [3] допускает следующее тожде­

ственное преобразование (выносим С  за скобку и выделяем точный 
квадрат):

У = с (л2 + с 'с+с)==

if , В Y , 4АС —В? \
- с \ [ х  + 2с) + 4 С2 }• ‘ [41

Рассмотрим последовательно уравнения:

У  =  [51
/ В V

У = [ х  + 2с) ’ [6]

( В 2 4АС —В2

У — (•* + 2С7 + 4 С2 ’
[ {  BV 4А С —  В2 I _

У — С + 2с) 4Сг J — А Т- Вх + Сх". [8 ]

Уравнение [5], как мы знаем, представляет параболу с верши­
ной в начале координат и вертикальной осью. График уравне­
ния [6] получается из этой параболы посредством одного лишь

В
перенесения вправо или влево, смотря по знаку График

уравнения [7] получается из графика [6] посредством одного лишь
ш



перенесения по вертикали — вверх или вниз, смотря по знаку 
4  А С  - В г

■----^-------- . Наконец, чтобы от графика [7] перейти к графи­
ку [8], нужно каждую ординату умножить на постоянное число С: 
вследствие этого парабола растянется по вертикали (при |С|>1) 
или сожмется (при |С|<1); и притом, если С < 0 ,  то знаки всех 
ординат переменятся, и концы будут уходить в бесконечность 
уже не вверх, а вниз. Однако при всех этих геометрических пре­
образованиях парабола с вертикальной осью, хотя и изменит вид, 
все же останется параболой с вертикальной осью.

Уравнение [3] содержит три параметра А, В и С 
значит, для их определения нужно иметь три условия.

Таковыми и являются условия прохождения соответ­
ствующего графика через три выбранные точки, ска­
жем, Р, Q и R. Подставляя по очереди (известные) 
координаты в уравнение [3], мы получим систему трех 
линейных уравнений с тремя неизвестными А, В, С. 
Решив систему, подставим найденные значения А, В, С 
в уравнение [3].

На чертеже 31 изображена довольно гладкая кри­
вая, заданная примерно в промежутке — 2 9,
заметно отличающаяся от прямой линии. Желая 
применить к ней квадратическую интерполяцию, выбе­
рем в качестве точек (или ,,узлов“) интерполяции 
точки Р, Q и R, координаты которых читаем из черте­
жа на-глаз:

Р{—2,0), Q (0, 4), R (3, 8).
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Подставим координаты каждой из этих точек по­
следовательно в уравнение (3), и получаем систему:

\А — 25-|-4С = 0,
>А =4.
1Л + ЗД + 9С = 8.

Решение этой системы дается значениями входящих
букв: д — 4 в— — С - - - ^л  _ ч ,  о _ 1 5 , с -  15.

Уравнение искомой параболы таково:

y = j5 (30-{—1 За'—а2). [9]
Отрицательный знак коэффициента С указывает на 

то, что концы параболы опущены вниз. Ее вершина 
определяется легко посредством выделения квадрата: 

2 (289 ( 13 У) 289 2 / 13 V
У = 15 I 4 2 J ’

Мы видим, что при всех значениях х выполняется 
неравенство 289

У  ^ "зо ’
причем
x _ i iх —  2 

289
У  ~  зо

знак равенства выполнен только при
13Итак, координаты вершины: х = -у = 6,50;

9,63. Вершина изображена на чертеже точ­
кой S; ось параболы намечена пунктиром.

Полезно в целях проверки в формулу [9] подста­
вить кое-какие промежуточные значения. Например,

104при X = 2 мы получаем: у — — 6,93; при х = 4 по­
лучаем у = 8,8. Полученные точки [LJ и V на чертеже) 
довольно хорошо ложатся вблизи кривой: ожидать 
вполне точного совпадения, конечно, не было бы 
оснований.

Упражнение 13
В квадрате 0<!а< 10, 0 < у <  10 заданы три точ: и: 

Р, Q и R. Провести через них параболу вида
у—А 4- Вх -|- Сх2;

отметить положение вершины и оси, а также точки 
пересечения параболы с осями. Если чертеж не дает
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достаточного представления об общем расположении 
параболы, то дать другой чертеж, в уменьшенном 
масштабе.

Образец
Р (1,8), 0(5,6), Л (9,3)

О с[и о в н о й л и с т  (черт. 32я, 326)

1
у = ^ (267 — 1 Ох — х2)

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т  
у = А -(- Вх -+- Сх-.

{ Л + В + С = 8, 4В + 24С= — 2,
А + 5В + 25С = 6, 4В + 56С = — 3,

U + 9B + 81C = 3,
32С = - 1, В = 16

.267 
= 32 •
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X У

1 8
5 6
9 3

267
0 32
3 — 7,12
7 ~4,62

10 2,09

20 ~ — 10,4
—40 ~2Э,2

x*+\bx — 267 = 0 
x — — 5 + yf292 "v.

~ — 5 + 17,09

х1 ■---- 22,09
*2~ 12,09

У — ~$2 {292 — (■ *-}-  5)2} ,
292 „ 1 „
о9 — 9 о ~9,12

S ( - 5 ;  9,12)

Методические замечания

1. Распределение данных удобно производится 
с помощью цифрового набора (вынимается шесть би­
летов); можно условиться, что нули (через один) 
заменяются десятками.

2. Если не было случая заниматься раньше парабо­
лами с вертикальной осью вида [3] — выделять точный 
квадрат, находить координаты вершины и т. д., — то 
в преобразованиях типа [5] — [8] целесообразно поуп­
ражняться п р е д в а р и т е л ь н о  на числовых примерах 
независимо от интерполяции. В этом случае буквенное 
преобразование [4] лучше проделать уже по окончании 
Упражнения 13

3. Необходимо также предварительно поупраж­
няться в линейной интерполяции с помощью форму­
лы [1], если это не делалось раньше.

4. После выполнения Упражнения 13 преподаватель, 
возможно, пожелает указать на применение квадратной 
интерполяции к таблицам функций при резко меняю­
щихся табличных разностях. Четырехзначные таблицы 
логарифмов нам, например, дают:

N lg D

2
3
4

0,3010
0,4771
0,6021

0,1761
0,1250

125



Пусть нам нужно по этим данным вычислить зна­
чение логарифма числа 3,4. Действуя согласно пра­
вилам обычной линейной интерполяции, мы строим 
формулу у = А-\-Вх по условию, чтобы график прохо­
дил через две точки Р{3; 0,4771) и Q (4; 0,6021), 
и приходим к формуле:

>=0,1021+0,1250*,

что при *=3,4 нам дает: у (= lg 3,4) = 0,5271. Этот 
результат слишком неточен. Обратимся к квадрати­
ческой интерполяции: построим формулу у—А + Б* + 
+ Сх2 по условию, чтобы график проходил через три 
точки Р{2; 0,3010), Q(3; 0,4771) и R{4; 0,6021). Полу­
чаем после вычисления:

у = - 0,2048 + 0,3041* — 0,0256*2.

При * = 3,4 получается по этой формуле:

у (= lg 3,4) = 0,5315.

В пятизначных таблицах находим: lg 3,4 = 0,53148. 
Как видно, квадратическая интерполяция, по сравне­
нию с линейной, оказалась гораздо более точной.

Вопрос о конечных разностях второго порядка — 
слишком специальный, в данной связи его лучше 
не касаться.

14. ЛИСТ ПЛЮЩА

Упражнение дает тренировку в употреблении таблиц нату­
ральных тригонометрических величин; знакомит с полярной си­

стемой координат.

Упражнение 14

Вычислить числовое значение выражения

г = 3 (1 + cos9 0) + 2 cos 9 + sin2 6 — 2 sin3 30 cos4 -|-

при 6 = ... Вести вычисления с тремя знаками после 
запятой.
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Образец

О = 40°
О с н о в н о й  л и с т

0  =  4 0 ° 30 = 120° 9
2

sin 0 = 0,643 sin 30 = 0,866
cos 0 = 0,766 sin2 30 = 0,750 0

cosT
sin* 0 = 0,414 0

2cos 0 = 1,532 COS2-^-. 0 COS^-g-cos2 0 = 0,586 
cos4 0 = 0,342 
cos8 0=O,118

cos9 0 = 0,091
0

sin2 30 cos4_2"

1+ cos9 0 = 1,091 

3(1 + cos9 0)= 3,273

О
2 sin2 30 cos4-^-

3(1 + cos9 6) + 2cos G + sin2 0 = 5,219,
Q

г =3(1 + cos9 6) + 2 cos 0 + sin2 0 — 2 sin2 30 cos4 -g- —

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

0,643 0,766 0,118 0,940 0,750
3460 6670 6670 490 870

386 536 83 846 525
26 46 7 38 60
2 4 1 0,884 0,585

0,414 0,586 0,091 4880
6850 707 3,273
293 0,866 70 1,532
46 6680 3 0,414
3 693 0,780 5,219

0.342 52 1,170
2430 5 4,049
103 0,750

14 *
1

0,118

= 0,940 

= 0,884 

= 0,780

= 0,585 

= 1,170

= 20°

4,049.
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Методические за нечания

1. Это упражнение используется в качестве класс­
ной письменной работы. Предполагается, что учащие­
ся пользуются таблицами натуральных тригонометри­
ческих величин. Предпочтительно, чтобы умножения 
и возведения в степень они выполняли самостоятельно, 
пользуясь таблицами степеней с целью проверки.

2. Нужно раздать всему классу значения 6 от 0° 
до 180° через 5° — итого 36 значений. Величина г яв­
ляется четной функцией 0, и потому значения в пре­
делах от 180° до 360° приведут к тем же числовым 
результатам.

Вычисления, произведенные с значениями 0, до­
полнительными до 180° (5° и 175°, 10° и 170° и т. д.), 
допускают удобный взаимный контроль.

Если в классе меньше 36 учащихся, то можно 
давать каждому по два значения, комбинируя вместе 
взаимно дополнительные значения. Этим лишь немного 
увеличится работа каждого учащегося.

3. Основной контроль — графический. В то время, 
как класс занят вычислениями, преподаватель готовит на 
доске координатную полярную сетку. Начало берется 
на вертикальной оси симметрии доски, но гораздо 
ближе к нижнему ее краю (делит ось в отношении 4:1); 
полярная ось направляется в в е р х ;  проводится вспо­
могательная окружность г = 8 возможно большего 
радиуса (этим фиксируется масштаб) и окружности 
меньших радиусов (например, г — А ,  г  =  6 и г  = 2), 
затем — л у ч и  6 = 0°, 90°, 45°, 15°, 30°, 60°, 75° — впер­
вой квадранте, и аналогично — в остальных. Прочие 
лучи (0 = 5°, 10°, 20°, 25° и т. д.) могут быть зафикси­
рованы на-глаз, путем зрительной интерполяции.

4. Результат каждой работы, по мере выполнения, 
отмечается на доске, посредством отсчета радиуса- 
вектора в виде точки (небольшого кружочка или кре­
стика). Можно перенумеровать учащихся и ставить 
номер исполнителя при каждой точке.

Точки ставятся в первом квадранте, но, устано­
вив совместными усилиями файт четности заданной 
функции, следует ставить для каждой точки ей сим­
метричную (относительно вертикальной оси) в четвер- 
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том квадранте. В каком направлении вести отсчет 
углов, т. е. считать ли левый верхний квадрант пер­
вым, а правый верхний — четвертым, или наоборот — 
безразлично.

К концу урока на доске должен появиться — лист 
плюща (черт. 33).

Черт. 33

Последовательные значения радиуса-вектора г ,  со­
ответствующие значениям 0=0°, 5°, 10° и т. д. до 180° 
выписаны ниже с округлением до ближайшей десятой: 
8,0 7,8 7,0 6,3 5,3 4,5 4,0 3,9 4,1 4,4 4,6 4,8
4.8 4,6 4,4 4,1 3,8 3,6 3,5 3,4 3,4 3,3 3,1 3,0.
2.8 2,5 2,0 1,9 1,6 1,2 0,6 0,1 —0,5—1Л —1,4—2,0,

Отрицательные значения г, получающиеся при
О>160°, могут быть отложены в противоположном на­
правлении (внутрь листа), образуя „главный нерв“ его

15. ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ
Упражнение знакомит учащихся с гармоническим колебанием 
и его элементами (амплитуда, частота, фаза); вместе с тем ука­

зываются приемы „ускоренных" построений.
Научимся строить по точкам график функции

y = s i n x  [1]
двумя различными приемами.
9 В. Л. Гончаров 129



Первый прием — чертежно-геометрический: он поз­
воляет произвести построение со сколь угодно высо­
кой точностью с циркулем (или транспортиром) 
и линейкой в руках, не проделывая никаких вычисле­
ний.

Разумеется, достаточно выполнить построение 
только в пределах первой четверти периода („четверть 
волны“): дальше все идет по симметрии.

Рассмотрим (черт. 34) круг единичного радиуса 
(„единичный круг“) с „начальной" точкой А  на правом

конце горизонтального 
диаметра. Отсчет длин 
дуг ведется от неподвиж­
ной точки А  к подвижной 
точке М,  лежащей на 
окружности в положи­
тельном направлении,т. е. 
в сторону точки В,  рас­
положенной на верхнем 
конце вертикального диа­
метра (против часовой 
стрелки). Вообразим, да­
лее, координатную систе­
му ОХУ,  начало которой 
совпадает с центром кру­
га, ось ОХ  проведена че­
рез точку А,  ось OY  — 
через точку В.  Тогда, 
если длина дуги AM  

обозначена через х, координаты точки М,  именно, 
X = ОМ'  и У=М'М1 ,  как известно, называются с и н у ­
с о м  и  к о с и н у с о м  дуги x—x j A M  (говорят также 
иногда — „угла" х — /_АОМ,  измеряя его в радианах):

( X =  cos х,
\  Y —  sin х.  [2]

Отношение синуса к косинусу называется т а н г е н ­
с о м :

, sin л:t g  X t cos х

1 Координаты X и Y обозначены здесь большими буквами, 
чтобы избежать смешения абсциссы X и дуги х,
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Таким образом, тангенс угла х — /_М!ОМ  есть не 
что иное как „наклон" отрезка ОМ.

Сдвинув единичный круг несколько влево, чтобы 
обеспечить большую ясность чертежа (черт. 35), 
перейдем теперь к построению графика функции [1].

Имея в виду давать независимой переменной х  
равноотстоящие значения, разделим дугу АВ  (четверть 
окружности) на п  равных частей, причем последова­
тельные точки деления обозначим буквами:

А = М0 ,  M l t  М„..  , ,Мп==Я.

Пусть их проекции на горизонтальную ось будут 
обозначены буквами:

А = М'0 ,  М\,  М\ ........  М'п  = 0.

Длина всей окружности равна 2тг/?=2тг- 1=2тг; длина 
четверти окружности АВ  равна -5- ; длина каждой ма­

ленькой дуги М0Ми  М1М2  и т. д. равна ~.  Поэтому
длины дуг AMV  АМ2 ,  АМ3 , . .  . ,AM l t .  .  . ,АМп  соответ­
ственно равны:

ге 2ге Зге in  пя   ге
~2п ’ ~2п ’ “2Т ’' ' ‘ ’"~2л~ ’ • * • ’ 2п ~ Т *
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По определению синуса, рассматривая точку А1 {  и 
ее проекцию М\,  мы заключаем, что значению дуги

соответствует значение синуса

_y=sinx = sin-£:- , [4]

представляющее собой длину отрезка М\МГ  Итак, 
мы получим некоторую точку интересующего нас гра­
фика („синусоиды"), если в координатной системе OXY  
построим точку Pj,  абсцисса и ордината которой опре­
деляются формулами [3] и [4]. Это построение произ­
ведем для всех значений i  от 0 до л, и тогда получим 
п-\~\  точку синусоиды в первой четверти периода 
(построение „по точкам").

Практически удобно начать с того, чтобы отложить 
на оси ОХ  отрезок, равный длине единичной полуок­
ружности я (это число в 3,14...раз больше, чем вер­
тикальный отрезок О/)1, затем разделить его пополам 
точкой К ; далее разделить отрезок ОК  на п  равных
частей (^длины и восставить из точек деления
О=Р'0 ,  Р[,  Р2 , . . . ,  Р\ ,- . . ,  Р'п  = К  перпендикуляры к
ОХ  до пересечения с горизонтальной прямой, прохо­
дящей через /. Затем нужно будет „переносить гори­
зонтально" точку М г  на первый из этих перпендику­
ляров, точку М г  — на второй, и т. д. до Мп .  Точки Ри  
возникающие при перенесении М {  на г'-ый перпен­
дикуляр (г = 0, 1, 2, 3,...,«), принадлежат, очевидно, 
нашему графику, и останется соединить их кривой, 
чтобы получить „первую четверть" синусоиды.

На чертеже 35 изображен случай, когда и равно 12.
Второй прием построения синусоиды получается как 

частный случай первого при я = 4 (построение „по 
четырем точкам") и имеет более ярко выраженное

1 Нарушение этого условия возможно, но тогда масштабы на 
осях не будут одинаковыми.
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числовое содержание. При п  = 4 мы получаем следую 
щую табличку значений синусов:

i joo

IIч /тс
у = sin X = sin -g—

0 0 0
и

1 -у =22а30' 0,383 —- 0,4

2
ft

~4~ — 45° 0,707 — 0,7
3

3 -у я = 67° 30' 0,924 — 0,9
TZ4 т- 90» 1,000= 1,0

Числа 0, 4, 7, 9, 10, хотя и дающие довольно гру­
бое приближение, обладают свойством легко запоми­
наться, в особенности, если обратить внимание на об­
разуемые ими разности:

0 4 7 9 10 
4 3 2 1.

Откладывая по последовательным равноотстоящим 
вертикалям в пределах первой четверти отрезки, дли­
ны которых равны соответственно этим числам, и про­
должая дальше за пределы первой четверти таким же 
образом, но с учетом свойств симметрии:
0, 4, 7, 9, 10, 9, 7, 4, 0,-4, —7,—9,-10,-9,-7,-4,0, 
4, 7, 9, 10, 9,...,
можно „строить" синусоиды с „молниеносной" быстро­
той.

В особенности это удобно делать на клетчатой бу­
маге, и именно в тех случаях, когда точностью ради 
скорости можно отчасти пожертвовать (черт. 36).

Под „синусоидой" в точном смысле слова следует 
понимать не что иное как график функции у —  sin х.  
Зависимости более общего вида

у — A  sin т  (х  — с)  [5]
называются обыкновенно „ п р о с т ы м и  г а р м о н и ч е -



/

1 р f

■

■г---
L

0 0
—

-1

1 г
_( » —

-1 0

Черт. 36

с н и м и  к о л е б а н и я м и " , и л и  просто „гармоническими 
колебаниями"; их графики иногда также называют 
„синусоидальными кривыми".

Термин „гармонические колебания" связан с тем 
значением, какое функции вида [5] имеют в акустике, 
а также в теории электричества, радиотехнике и дру­
гих областях. Заменим в формуле [5] букву х буквой 
t ,  а букву у  — буквой х:

х=  Л sin/и (t  — с)

и будем понимать под t  время, под х  — координату 
(абсциссу) движущейся точки. Тогда только что напи­
санное уравнение дает описание „гармонического ко­
лебательного движения", являющегося источником „аку­
стически чистых" музыкальных звуков (тонов).

Очень полезно самостоятельно построить движение 
точки, колеблющейся гармонически, хотя бы для про­
стейшего случая, когда А —  1, т—  1, с = 0:

х = sin t

(см. Упражнение 21 [I]).
Формула гармонического колебания [5] содержит, 

кроме основных переменных, еще три числовых пара­
метра: А, т  и с.  При А —  1, пг —  1, с = 0 получается 
обыкновенная синусоида [1].
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Уясним себе роль каждого из этих параметров 
отдельности.

I. Полагая в формуле [5] сначала т=  1, с = 0, рас-
СМОТРИМ формулу y  =  A s t n x  (6]

причем будем предполагать, что Л> 0.
Сравнивая между собою уравнения [1] и [6], не­

трудно понять, что каждая ордината кривой [6] в А  
раз больше, чем соответствующая тому же значению 
переменной х  ордината кривой [1] (черт. 37, где

я
1 п I ц.
1 -- £>-
о' > Y\

W Г
— Г 1

и

Черт. 37

принято А=2). Таким образом, при переходе от 
[1] к [6] кривая растягивается (при А  > 1) или сжимает­
ся (при Л < 4 )  по вертикальному направлению.

Параметр Л представляет собою наибольшую из
TZординат графика [6], получающегося при х—  -у; этот

параметр носит название а м п л и т у д ы  колебания. Ре­
комендованный выше прием точечного построения „по 
четырем точкам" применительно к кривой [6] обобщается 
в том смысле, что по вертикалям следует откладывать 
отрезки, составляющие 0,4; 0,7; 0,9; 1,0 а м п л и т у д ы .
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II. Полагая в формуле [5] А —  1, с =  0, получим фор- 
МУЛУ у =  sin тх , [7]
причем будем считать, что т  > 0.

Сравнивая между собою формулы [1] и [7], мы ви­
дим, что при произвольном значении абсциссы л; ор­
дината кривой [7] будет такой же, как ордината кривой 
[1], подсчитанная при значении абсциссы, равной тх,  
т. е. в т  раз большей (см. черт. 38, где взято т=2).

и

Значит, при переходе от [1] к [7] кривая сжимается (при 
яг> 1) или растягивается (при от<4) по горизонталь­
ному направлению.

Если у кривой [1] период равен 2к,  то у кривой [7J 
период в т  раз меньше, т. е. равен -^-=со. Параметр

т  в формуле [7] носит название ч а с т о т ы  гармони­
ческого колебания. С периодом частота связана соот­
ношением 2jc

т  = — ;(О
если в общей формуле [5] вместо частоты ввести пе­
риод, она принимает вид:

v = A  sin (х — с).  [5']

Чтобы наметить график функции [7J, удобнее всего 
сначала спросить себя, где функция jp=sin тх  обра-
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щается в нуль? Ответ: в точках, где mx = kr,  (k —  це­
лое), т. е. где х — .  Построим эти точки. Затем уста-

2kn

к
2т

т
новим, где sin тх  достигает наибольшего значения 1; 
ответ: в точках, где /ггл: = —[— 2-^тс, т. е. х =

•посредине уже полученных промежутков, но 
ч е р е з  о д и н .  Посредине пропущенных промежутков, 
в точках, где тх  = -у к  -f- 2kit ,  т. е. х  — ^т  ^-------------т~
функция принимает значения ( — 1). Тем самым четвер­
ти периодов уже определены, и остается применять 
процедуру построения „по четырем точкам".

III. Полагая в формуле [5] А —  1, т —  1, получим
формулу у = ш(х-с).  [8]

Сравнивая между собою формулы [1] и [8], видим, 
что при произвольном значении х  ордината кривой [8] 
такая же, как ордината кривой [1], но при значении х,
на с  единиц меньшем (см. черт. 39, где взято с  =

Значит, кривая (8) получается из кривой [1] посредством 
с д в и г а  в горизонтальном направлении на с  е д и н и ц  
в п р а в о .  (Если с<0, то, очевидно, имеет место сдвиг 
в л е в о  на \с\  единиц.)

Чтобы выполнить построение, лучше всего обратить 
внимание на то, что, согласно формуле [8], у  обращает­
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ся в нуль при х = с,  причем эта точка как раз есть 
начало первой четверти периода; затем отметить про­
чие точки пересечения графика с горизонтальной осью, 
и т. д. и, наконец, применить процедуру построения 
„по четырем точкам11.

Полезно не упускать из виду, что

(сдвиг вправо или влево на полпериода равносилен 
отражению по симметрии относительно горизонтальной 
оси) и что

(косинусоида получается из синусоиды посредством 
сдвига в л е в о  на четверть периода).

Параметр с  носит название ф а з ы  колебания.
В акустике параметр А  (амплитуда) связан с с и л о й  

звука. Параметр т  (частота), или со (период), связан с 
в ы с о т о й  звука. Параметр с (фаза) с точки зрения 
ощущения звука существенной роли не играет.

Пользуясь приемом построения „по четырем точ- 
кам“, при заданных значениях параметров А, т, с  
наметить на клетчатой бумаге последовательно графи­
ки гармонических колебаний:

sin {х  Ф я) — — sin х

Упражнение 15

( l ) _ y  = sinx, (2) у  = sinтх,

(3) у — A  sin тх,  (4) у = A  sin т(х — с).

Образец

А  = у, т 5_
2 ’
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Методические замечания

1. Значения параметрам следует давать из числа 
тех, которые умеренно осложняют построение. К чис­
лу таких относятся:

А =2,  3, 4, Y' Т'  Т’  также у, -j  , -j  — не более 
того;

11 2тп — 2, 3, 4, 5, 6, даже 8; а также у , — и еще — ,
3 .1 •
2 ’ з ’

I тс 1 2 ] 7т , 5

Иметь в виду возможно более разнообразные их 
комбинации. Возможно раздавать билетики, на которых 
будет выписана комбинация значений всех трех пара­
метров, или же на каждом из билетиков будет выписано 
значение лишь одного параметра — тогда каждый уча­
щийся будет „тянуть” по билетику из трех „кучек”.

2. Необходимо потребовать стандартизации распо­
ложения чертежей по прилагаемому образцу: четыре 
графика—один под другим при горизонтальном поло­
жении страницы; горизонтальный масштаб: тг=8 кле­
ток. Что касается вертикального масштаба, то следует 
рекомендовать масштаб: 1=2 клеточки при Л<1 
и 1 = 1 клеточка при Л> 1. Если Л=4, придется два 
нижних „этажа” сделать пошире, два верхних — поуже.

3. При выполнении этого упражнения возможны две 
нежелательные крайности. Первая из них — аккурат­
ные построения с помощью х, _у-таблиц со введе­
нием градусов и т. п.—ведет к чрезвычайной потере 
времени и не всегда к выяснению сути дела. Вторая — 
„формальное” (основанное на усилии памяти) усвоение 
приемов „растяжения”, „сжатий” и „сдвигов”: такое 
усвоение может оказаться бесплодным или вести к гру­
бым ошибкам.

Здоровая середина — прием, о котором раньше уже 
было упомянуто: искать и отмечать точки, где рас­
сматриваемая функция принимает значение нуль, или 
принимает наибольшее значение, или наименьшее зна- 
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4ение. Затем —ускоренная процедура построения „по 
четырем точкам".

4. Придать этому упражнению механическое (кине­
матическое) истолкование возможно; но лучше после 
того как все построения закончены.

6. СЛОЖЕНИЕ ПРОСТЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
КОЛЕБАНИЙ С ОДИНАКОВЫМ ПЕРИОДОМ

Упражнение имеет предметом „сложение* графиков; дает гео­
метрическую интерпретацию для преобразования выражения 

д cos л--j-i sin д: к виду, удобному для логарифмирования.

Так как в этом упражнении все рассматриваемые 
колебания будут иметь один и тот же период, то, чтобы 
не осложнять дела без необходимости, допустим, что

2тспериод равен 2тс; значит, частота т —  — будет равна 1.
Функции, задаваемые формулами и(х) = a  cos х  и 

v (x)=b  sin х, определяют простые гармонические коле­
бания с периодом 2~.

В самом деле, придавая в формуле A  sin т(х — с)  
параметрам А, т, с  значения: А — а, т=  1, с  — —~ ,

приведем ее к виду acosx: придавая же значения: 
A = b,  т=  1, с = 0, приведем к виду b  sin х.

Теорема.
Ф о р м у л а

f(x)  — u (х)  -{- v (х)  = a  cos х  + b  sin х
т а к ж е  о п р е д е л я е т  п р о с т о е  г а р м о н и ч е с к о е  
к о л е б а н и е  с  п е р и о д о м  2ъ.

Другими словами, посредством тождественных пре­
образований можно выражение a  cos л:b  sin х  при­
вести к виду д81п(д_с).

Нам нужно только показать, как могут быть подо­
браны значения параметров А и с,  чтобы получалось 
выражение a  cos л; -f- b  sin х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вынесем за скобку выраже­
ние |/ а2-\-Ь2, где корень имеет арифметическое (т. е. 
положительное) значение:
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X

и  cos х  -f- b  sift л: —

~ ¥ * + ь т {  14

Далее, так как постоянные числа---------------, -------- иV a2  - t-  ь*ь
y^rqiyi имеют сумму квадратов, равную единице:

(~ ~ущж)  + ('7^-f'P''") =1> [2]

то их можно рассматривать как синус и косинус неко­
торого угла; точнее, система двух уравнений с одним 
неизвестным с1:

sin с-  

COS с ■
Vс&-\-ь* ’

ь
/а» + Ъ2

[3]

имеет единственное решение (в каждом из периодов). 
Действительно, с геометрической точки зрения равен­
ство [2] означает, что точка М  с координатами

Ь а
/ С$  6~2“ ’ ~ /Ж+Ь2

лежит на единичном круге
X2-{-¥*=],

а, следовательно, ее координаты представляют собою 
косинус и синус дуги AM,  отсчитываемой от начальной 
точки Л (1,0). Аналитически с  получается по любой 
из формул [3], или по их следствию

tg*=—г; [з']
но решение такого уравнения неоднозначно, и при 
выборе четверти нужно руководствоваться знаками 
из уравнений [3].

Выбрав угол с  хотя бы в первом периоде (0 < с  < 2и), 
мы продолжим преобразование [1], воспользовавшись 
далее формулой для „синуса разности

1 Обратите внимание на минус в первом уравнении.
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a  cos х-\-  b  sin x =  j/a2-f- b2  (— sin c  cos л; -f- cose sin x)  == 
= j/a2 -j- b2  (sin x cos c  — cos x sin c)  =

= У a2  -f- b2  sin (x — c).
Формула a  cos x -f- b  sin x приведена теперь к виду 

A  sin (х— с),  причем оказывается, что
A = Y* + V r  >0, [4]

что же касается с,  то способ его получения из а  и b  
описывается уравнениями [3].

Вспоминая, что, по теореме Пифагора, квадрат гипо­
тенузы равен сумме квадратов катетов, мы можем фор­
мулу [4] прочесть (и запомнить) следующим образом:

при сложении двух простых гармонических коле­
баний с одним и тем же периодом, но с различием фаз 
на ч е т в е р т ь  п е р и о д а ,  амплитуды складываются 
„по теореме Пифагора".

Упражнение 16
При заданных значениях а  и Ь,  пользуясь таблица­

ми натуральных тригонометрических величин (через 
10°), построить графики гармонических колебаний: 

и(х) — a  cosx, 
v (x) — b  sin х.

Затем выполнить „по точкам" сложение ординат 
(через 10°) и проверить, что результирующий график 
также определит гармоническое колебание, амплитуда 
которого будет равна ]/а2-[-62*

Образец
а = 5, 6 = 12

X 0° 10° 20° C
O О о

 j о ООю

. . . 180°

COS X 1,00 0,98 0,94 0,87 0,77 0,64 . . . —1,00

a  cos х 5,00 4,SO 4,70 4,35 3,85 3,20 -5,00

sin х 0,00 0,17 0,34 0,50 0,64 0,77 . . . 0,00

Ь  sin х 0,00 2,04 4,08 6,CO 7,68 9,24 . . . 0,00

a  cos х + 
+ b sin x 5,00 6,94 8,78 10,35 11,53 12,44 -5,00
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Методические замечания

1. Преобразование, лежащее в основе настоящего 
упражнения, в курсах тригонометрии часто приводится 
в разделе „Приведение тригонометрических выраже­
ний к виду, удобному для логарифмирования", причем 
параметр с  появляется в качестве „вспомогательного 
угла". При этом остается невыясненным геометрическое 
содержание выполняемого преобразования.

2. Более общая теорема утверждает: сумма л ю б ы х  
двух простых гармонических колебаний с одним и тем 
же периодом представляет собой простое гармони­
ческое колебание с тем же периодом. Это значит, что 
выражение

Л2 sin (х — а2) -j- Л2 sin (х —  а2)
может быть приведено к виду A  sin (я — а).  Общий 
случай, о котором здесь говорится, легко сводится 
к рассмотренному основному частному случаю, когда 
разность фаз составляет четверть периода. Достаточно 
вспомнить, чему равен „синус разности":

A t  sin (х — а г)  -|- А2 sin (х  — а2) =
= ^1(sin x cos а г  — cos х sin ах) -|-

-ф- Л2 (sin х cos а2 — cos х sin п2) = 
= — (A j sin а, -f- Л2 sin а2) cos х -ф-

-ф- (Лх cos а х  -ф- Л2 cos а2) sin х = a  cos x-\-b  sin х, 
где

а  — — (Лх sin а г  -ф- Л2 sin а2), b  = Л2 cos ах -j- Л2 cos а2.
На это обобщение возможно обратить внимание 

учащихся после того, как усвоен и хорошо понят 
основной частный случай.

3. Значения а  и b  в упражнении 16 могут быть 
выбираемы совершенно произвольно. Они могут быть 
положительными или отрицательными. Брать их дроб­
ными нет особенной надобности. Возможно примене­
ние цифрового набора. Использовать Пифагоровы тре­
угольники, как сделано в образце (52 —(— 122 = 132), ни­
сколько не обязательно.

4. С целью контроля можно предложить геомет­
рический прием: взяв циркулем расстояние LN
Ю В. Л, Гончаров 145



(черт. 41), проверить, что MP—LM;  сделать это для 
каждой ординаты. Или, если угодно, этот прием исполь­
зовать как основной прием построения, а табличку 
рассматривать как кон роль.

Полезно также предложить самим учащимся прове­
рить работу следующим образом: разделить на четыре 
равные части отрезок от точки пересечения графика-сум­
мы с осью Ох до точки, где имеется максимум, и затем 
проверить, что ординаты А'А, В'В, С'С, D’D  (черт. 41) 
находятся — приблизительно — в отношении 4:7:9:10.

5. Преподаватель при просмотре работ должен об­
ращать внимание на следующие обстоя ельства: 1) ес­
ли график-сумма пересекается с одним из графиков-сла­
гаемых, то пересекается ли в той же точке график дру­
гого слагаемого с горизонтальной осью; 2) если гра­
фик-сумма пересекается с горизонтальной осью, то 
равна ли нулю в той же точке алгебраическая сумма 
графиков слагаемых (приложите линеечку). Покажите 
этот прием и учащимся, если они сами до этого не 
додумались.

6. По поводу расположения чертежа следует за­
метить, что он весь уместится на верхней половине 
одной страницы в горизонтальном положении (42—43 
вертикали), табличку же можно поместить на нижней 
половине той же страницы. Выписывать всю табличку, 
конечно, нет надобности, так как во втором полупе- 
риоде будут повторяться те же числа, что и в первом. 
Следует бороться с бесполезным переписыванием: не 
беда, если учащийся заполнит 3—4 лишних вертикали,

чтобы ориентиро­
ваться в элемен­
тах симметрии, 
но в дальнейшем 
проявлению усер­
дия лучше вос­
препятствовать. 
Напротив, что ка­
сается графика, 
пусть чертят пол­
ный периот.

7. Преобразова­
ние, являющееся 

Черт. 42 предметом насто-
143



йщего упражнения, хорошо может быть проиллюстри­
ровано диаграммой, изображенной на чертеже 42.

8. Не излишне отметить следующую акустическую 
интерпретацию приведенной теоремы: два чистых зву­
ка одной и той же высоты, хотя бы различающиеся 
по силе и по фазе, сливаются в один чистый звук 
той же высоты.

17. СЛОЖНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ.
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Упражнение знакомит учащихся с понятием периода; предо­
ставляет материал для „сложения" графиков; дает геометрическую 
интерпретацию решения некоторых тригонометрических уравне­

ний.

Самое замечательное свойство простых гармони­
ческих колебаний, это — их п е р и о д и ч н о с т ь .  Гово- 
рят, что функция f(x)  имеет п е р и о д  <о(ф0), если, 
каково бы ни было значение х,  оказывается спра­
ведливым равенство

/(■?:+ “)-/(*)• П]
Геометрически это означает: если М (х,  у)  есть не­

которая точка кривой [графика уравнения y—f(x)\  то 
M'(x-j-o),  у)  также есть точка этой кривой. Отсюда 
уже автоматически вытекает, что точки М"(х-{-2т,у),  
М'"(х-]-3(о,  у) ,  ... и вместе с тем М, (х  — со, у),  
М„ (х  — 2со, у ) , . . .  также точки той же кривой1. Еще 
иначе, это означает следующее: если сдвинем всю кри­
вую слева направо, вдоль оси Ох,  на расстояние со, то каж­
дая точка кривой сдвинется на это же самое расстояние, 
но тем не менее, хотя каждая точка сдвинется, вся 
кривая в целом останется неизменной, так как каждая 
точка после перемещения, заняв новое положение, 
также будет принадлежать кривой (новых точек не 
возникает) и вместе с тем в каждую точку кривой

1 Подставим в тождестве [1] х  -ф- и> вместо х; тогда получит­
ся: /(х 2и>) = / (х + со); затем л: + 2о) вместо х, получится: 
/(•* + 3(i>)=/(x+ 2ш);... Потом подставим х —ю вместо л:, по­
лучим: /(х)=/(х— ш) и т. д. Вообще, оказывается, что если и> 
есть период функции ]  (х ) ,  то каково бы ни было х ,

•••=/(-*: — 2о>) = /(х — се) = /(х) = /(х + ш) = /(х + 2ш)= ... 
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переместится некоторая'другая ее'точка (йи одна точ­
ка не будет утеряна).

Взгляните на чертеж 43; представьте себе, что 
изображенный на нем бесконечно повторяющийся узор 
„взят на кальку" и что калька подвергнута затем пе­
ремещению на расстояние и: узор останется неизмен­
ным*

Если узор не1 изменяется прш„ перемещении ю“, то, 
очевидно, не изменится и при „перемещении 2<о“, 
при „перемещении Зш“ и т. д.; а также и при „переме­
щении со" (т, е. при перемещении на расстояние ш в

Черт. 43

обратном направлении) и т. д. Раз <о есть период функ­
ции / (х),  то любое из следующих чисел:

. . . ,  — П'л, .  .  ., — 2а>, — (о, ОТ, щ, 2to, Зо>,. .., пт,. .  . 
также есть период. Среди этих чисел выберем наимень­
шее положительное (это будет как раз от, если ш^>0)  
и назовем его „наименьшим периодом". Когда говорят 
„период", то имеют в виду обыкновенно „наименьший 
период".

Что функция
/(х) —  sin л:

имеет период со = 2п:
sin (х  -)- 2тг) = sin а:

ясно из ее определения: действительно точка AJ  (черт. 34), 
пройдя по дуге единичного круга расстояние 2«, займет 
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прежнее положение, и координаты ее, в частности 
ордината, останутся прежними.

Что функция

f(x)  = A  sin (х — с)  

имеет период со ясно из преобразования

/(* + “) = А  sln ~  [(■* -Ь ®) ~ с] =

- A  sin [(х — с) —(— to] = A  sin ^ 2п + 2=

= ^sin -~{X — C) = f{x).

То и другое видно также сразу из графиков.
Легко понять, что функции sin 2х  и cos 2к  имеют 

период я; функции sin Зх и cos Зх имеют период
-у- ; вообще функции sin пх  и cos пх  имеют период
2я .  Скажите сами: какой период имеют функции 

sin-у и cos-у ? Наметьте их графики.
Мы видели в Упражнении 16, что с у м м а  д в у х  

п р о с т ы х  гармонических колебаний с одним и тем 
же периодом есть п р о с т о е  гармоническое колебание 
с тем же периодом. Здесь, конечно, все ударение со­
средоточено на том, что возникающее при суммирова­
нии колебание — также простое [выражается формулой
вида A  sin -у (х — с),  см. также § 16, Методические
замечания, 4]. В том, что сумма двух функций с одним 
и тем же периодом есть функция с тем же перио­
дом, удивительного ничего нет. В самом деле, если 
f(x)=zu(x)-\-v(x),  причем и(х)  и v (х)  имеют пе­
риод О), то

f(x-[— со) =и  (х + и) -f- V (х -f- О)) —и  (х) + V (х) = /(х).
Рассмотрим теперь, например, две следующих функ­

ции:

и  (х) =sin (2~) и v (х) —  sin .
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„Наименьшие периоды11 у них — различные: у первой 
-у-, у второй (графики их изображены на чер­
теже 44, а  и Ь).  Но у той и у другой все же имеют­
ся общие периоды:

. . О ,  со, 2со, 3(о,..
наименьший из этих общих периодов есть ш. Отсюда 
ясно, что функция

f(x)  =  sin (2 2у) -f sin (З [2]

должна быть периодической, с периодом (о. Соответ­
ствующее колебательное движение, хотя и считается 
также гармоническим, но называется уже не простым, а 
сложным. График его уже не будет „синусоидальной 
кривой" (хотя и будет периодическим, с периодом о).

Как произвести практически построение этого гра­
фика? Допустим для простоты, что w = 2ir; тогда

f  (х)  —  sin 2х  -f- sin Зх.
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При построении „по четырем точкам" требуется 
4 X 4 = 1 6  точек на весь период. Если хотим произ­
вести построение сложного колебания [3] примерно с 
той же точностью, то придется на период (черт. 44) 
взять 48 точек: тогда на четверть периода колебания 
sin Зх придется по 4 точки, а на четверть периода 
колебания sin 2л: придется по 6 точек. Значение неза­
висимой переменной нужно будет брать через 7°  30'. 
При составлении таблицы лучше всего значения сину­
сов округлять в сотых, выписывая целое число сотых. 
Начато таблицы имеет следующий вид:

X

Ъ

о
со

£Ь

Осо
гч &со ъСО ьет>

sin 2дг 
sin '* х

0
0

26
38

50
7

Г

92
Я''
’00

!
97 ’00 
92 7

97
33

8?

0
71

—38
50

—71
26

-92
0

— 100
- 26 
- 92

fW 0 | 64 12 j 63 11Ь7 U9 171 35 00 со со -т66 —100 | -118 . . .

Вместо того чтобы заниматься вычислением, можно 
было бы построить каждое из колебаний в отдельно­
сти, а дальше работать измерительным циркулем, скла­
дывая отрезки геометрически и затем проводя окон­
чательно график через „уколы" (в нашем примере, 
если бы оба колебания sin 2х и sin Зх были построены 
„по четырем точкам", то перед складыванием пришлось 
бы предварительно устроить для первой кривой „пере­
дел" на шесть точек).

График функции /(х), определенный уравнением 
[3], изображен на чертеже 44с.

Мы видим, что полученное „сложное гармониче­
ское колебание" имеет иную „форму", чем „простое". 
Так, для простого колебания характерно наличие двух 
точек пересечения с горизонтальной осью в пределах 
одного периода, причем каждая из точек пересечения 
является центром симметрии графика (таковы точки 
х=0 и х = к  для графика sinx); в нашем же примере 
в пределах периода имеется налицо шесть точек пе­
ресечения с горизонтальной осью, из них две (х=0 и 1

1 Выписывать далее градусы, конечно, необходимости нет. 
Достаточно делать пометки на нескольких опорных вертикалях 
(например, 0°, 30°, 60°, 90° и т, д.).
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х = те) являются центрами симметрии, остальные же 
четыре не являются таковыми.

Найдем все точки пересечения. Чтобы решить три­
гонометрическое уравнение sin 2х -[- sin Зх = 0, ф а к- 
т о р и з и р у е м  (разложим на множители) выражение 
sin 2х-|-sin Зх по формуле „сумма синусов11:

/(x) = sln2x-|-sin3x=2sin4^-cos-^-. [4]

Такое представление функции /(х) дает нам воз­
можность воспользоваться заключением: „если произ­
ведение равно нулю, то один из множителей равен 
нулю11; оказывается, что корнями тригонометрического 
уравнения sin 2x-J-sin3x = 0 могут быть только корни
уравнении 5х  А Sin -2-= 0 [5]
или уравнения у-

cos 0. [6]
Но из уравнения [5] следует:

5 = £те, х (k  — целое), Г]

а из уравнения [6] следует:
X  те

Т~1Г х —  те 2kn (k  — целое). [8]

В пределах периода, например, для 0 < х < 2 т е 1 ,  
уравнение [5] нам дает пять корней:

Л 2 4 6 8Xj = о, х2 ч=-д-п, х3 =-£- те, х6 =-g- те, х6 =-g- те,

а уравнение [6] — один корень:
Х4 = те.

Этот результат легко проверяется по чертежу.
Для простого гармонического колебания характерно 

еще и то обстоятельство, что чередующиеся между 
собою минимумы и максимумы располагаются как раз 
в середине промежутков между последовательными * 152

1 Говоря о „периоде" в смысле „промежуток периода", нуж­
но, конечно, одну из точек, ограничивающих промежуток, на­
пример, начальную, включить, а другую, конечную, не включать.
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„нулями"—точками пересечения графика с горизонталь­
ной осью. В нашем примере сложного колебания это, 
очевидно, не так: максимумы и минимумы находятся 
не^ в серединах промежутков, а несколько сдвинуты — 
в левом полупериоде влево, в правом полупериоде — 
вправо (см. пунктирные вертикали на чертеже 44).

Упражнение 17
Даны два простых гармонических колебания с раз­

личными периодами:
и (х)  = A  sin т(х—a),  v  (х)= В  sinп(х — Ь).

Построить их сумму — сложное гармоническое ко­
лебание

f(x)  = a  (хг) -\-v{x) — A  sin т(х — а) В  sin n(x — b).
Найти, решая соответствующее тригонометрическое 

уравнение, „нули" функции f(x)  — точки пересечения 
графика y=f{x) с горизонтальной осью.

Глядя на черт. 45, наметить положение максимумов 
и минимумов. На основном листе дать один чертеж 
с тремя графиками; на вспомогательном —таблицу чис­
ловых значений и необходимые тригонометрические 
преобразования.

Образец
и(х)—sin л;, v(x) —  sin 2 (х—у)

Таблица

0° 11° 15' 22°30' 33°45' 45е

ф-т)

ООГч

1Л

—97°30' -75° —52°30' 1 со о о 15°

sin х 0 19 38 56 71 83 92

sin 2 (д ~з) -87 -99 -97 -79 -50 -13 26

f ix)

h-оо1 -80 -59 -23 21 70 118
1
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Продолжение

л: С
О О о 135°

>(-т) 60° 105° 150° . . .

sin л: 98 100 98 92 83 71 56 . . .

sin 2 (*—J) 61 87 99 97 79 50 13 . . .

f i x ) 159 187 197 189 162 121 69 . . .

Решение уравнения sinx-f-sin2 

sin х -j- sin 2 (x—  = 2 sin a:— •)cOS —

1) sin (гг-к— -§-)=0, 2) cos(y--j)=0,
3 тс ,

T*-y=fcc, X  тс тс , ,
2 3 ~ 2 '

3 тс , ,
~2 Х~  ~3 “f~

х  5 - ,- _ 6 T C - f  Ь .

2 2X  -д" 7Г—j ^ ir-J- 2£тс

x )  — "9 ~(—40°), X 2— g"я ~Ь "3 ^ — g~ я ( —160 ),*.=4 *+-Ь=¥ < ^280°)> ^=4*(=3oo^).
Методические замечания

1. При распределении данных нет надобности хо­
дить далеко в погоне за разнообразием. Прежде всего, 
чтобы обеспечить возможность решения тригономет­
рического уравнения f ( x )  =  0 на основе применения 
формулы для „суммы тригонометрических функций", 
возьмем А—В=1.
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Затем, при выборе периодов вполне достаточно 
ограничиться значениями т—  1, п=2.  Тогда удобно 
будет выполнять построение „по 32 точкам0 в периоде, 
т. е. давая переменному х  значения с промежутками 
в 2*: 32, т. е.11° 15'.

Весь чертеж поместится на одной странице в го­
ризонтальном ее положении—при горизонтальном мас­
штабе тс=16 клеточек.

Вертикальный масштаб лучше всего взять 1=5 кле­
точек.

Разнообразие может быть достигнуто изменением 
фаз. Если возьмем а —  0 и будем давать b  значения 
вида

0°; 11° 15'; 22° 30';... вплоть до 34Ь°45';

то это уже дает 16 различных вариантов (см. черт. 46).
Если, кроме того, взять а=тс, то первое слагаемое 

u(x)—s\nx  заменится через и(х) = — sin л:; и полу­
чится еще 16 вариантов. Эти варианты симметричны 
первым 16-ти относительно оси Ох  и притом следуют 
один за другим в несколько ином порядке.

2. Несколько более трудоемкими являются комби­
нации частот т=  1, «=3 или т—2, п=3, из которых 
одна была нами использована в качестве примера. 
Пользуясь этими комбинациями, следует рекомендо­
вать брать 48 точек в пределах основного периода.

3. При просмотре работ преподаватель должен иметь 
в виду те же соображения, что и в Упражнении 16 
(см. пункт 5).

4. При 32 точках в основном периоде чертеж мож­
но расположить на одной странице при горизонтальном 
ее положении; при 48 точках в периоде следует взять 
полный разворот (левая и правая страницы) в верти­
кальном положении.

5. Таблицы не должны быть чрезмерно обширными: 
следует рекомендовать учащимся прекращать выписы­
вание таблицы, как только в результативной строке 
будет замечено повторение цифр (независимо от по­
рядка или знаков).
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18. ФИГУРЫ ЛИССАЖУ

Упражнение имеет предметом сложение „взаимно перпендику­
лярных" гармонических колебаний, одновременно укрепляет зна­
комство с параметрическим представлением кривых; дает повод 
для беглой тренировки в применении тригонометрических „фор­

мул приведения".

Предположим, что точка М,  двигаясь по оси Ох,  
совершает простые гармонические колебания около 
положения равновесия О  (начала координат). Это 
означает, что ее абсцисса л: в зависимости от времени t  
изменяется согласно формуле:

х—А  sin т [t  — а)  (Л >- 0). [1]
Так как величина sin т  (t  — а)  колеблется между — 1 и —[- 1, принимая эти крайние значения поочередно че­

рез постоянные промежутки времени (^равные полупе-

риоду ^ = ^  , то движение точки М  таково, что в лю­
бой момент времени -

И < А .
Не ограничивая существенно общности, можно для 

простоты допустить, что амплитуда колебания А  рав­
на 1, что частота равна также единице — это равно­
сильно соответствующему выбору единицы времени — 
и, наконец, чю а —  0— это равносильно тому, что мы 
вводим новый параметр

t '=t  — а,
т. е. момент t—a  возьмем за начальный, и от него 
будем вести счет времени. Тогда уравнение [1] примет 
более простой вид

x=sin t .  [2]
Характер колебательного движения поясняется чер­

тежом 47.

т-0
| | I. . i

8
| 1 1 1 1

1-Эл  1  п  1 8 9
■ 1 1

о Р О R 5 
-+ 1

Черт. 47
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Точка М  в начальный момент t=0 находится в начале О; 
через четверть периода, в момент времени t  —  , по­
падая в положение 5, достигает наибольшего откло­
нения от положения равновесия, причем само откло­
нение х в этот момент равно амплитуде А=\\  наконец,
если промежуток времени ^0, мысленно разде­

лим на четыре равные части ^0, ^ ,

("Ттс’ '2')» то> вспоминая табличку приближенных значе­
ний синуса, приведенную на стр. 133, мы можем сказать, 
что в моменты t  — ^,  , -jj тг координата х нашей
точки М  принимает значения примерно: 0,4; 0,7; 0,9. 
Таким образом, на пути от О  к 5 движение — замедлен­
ное.

Во вторую четверть периода точка М,  как легко 
понять, пройдет тот же отрезок 05, но в обратном 
направлении, и притом ускоренно; в третью четверть 
периода уйдет (замедленно) влево, причем в точке S'  
абсцисса достигнет значения—1; наконец, в четвертую 
четверть вернется (ускоренно) в положение равновесия.

По формуле [2] это движение, периодически повто­
ряясь, может быть неограниченно продолжено и в сто­
рону ^ = -)-оо и в сторону t=  — ОО.

Предположим теперь, что точка.Л4 движется по плоскости Оху,  
причем ее абсцисса х  и ордината у  совершают простые гармони­
ческие колебания относительно независимого переменного — вре­
мени I .  Другими словами, пусть точка М(_х,  у )  движется согласно 
уравнениям:

fx=Asinm(*— а) ,  .о,
В  sin п ( t  — b)  I *

(А, В>  О, m  и п  — соизмеримые, для простоты, целые положи­
тельные числа).

Не ограничивая общности, можно считать, что параметры — 
амплитуды А к  В  равны единице: А= В=\ .  Действительно, ес­
ли мы изучим движение, определяемое уравнениями:

j x  = sin m  ( t  — а) ,  ,41
\ у=  sin п ( t— b) ,  ‘ '

то тем самым будет изучено и движение, определяемое уравне­
ниями [3]: достаточно будет растянуть плоскость в А раз относи­
тельно направления оси Ох  ив В  раз относительно направления 
оси Оу , чтобы движение [4] превратилось в движение [3].
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С другой стороны, не ограничивая общности, можно допу­
стить, что один из параметров а  и 6, например Ь,  равен нулю. 
С самом деле, такое допущение равносильно замене параметра

t '  =  t — b ,
сущность которого заключается в том, что мы переходим к та­
кому счету времени, при котором в качестве начального момен­
та принимается момент t=b .

Итак, мы будем иметь дело с параметрическими уравнениями 
вида:

sin т  ( t  — а) ,
(y  = s inn t  (т  и п—  целые). [5]

Нетрудно отметить общие характерные свойства движения, 
определяемого этими уравнениями. Так как синус ни при каком 
значении переменной по абсолютному значению не превышает 
единицы, то в любой момент времени имеют место неравенстваI •*!<!, ЦЧ«1,
т. е. точка М  движется в квадрате Q,  стороны которого суть 

Л-—+1, j>=+1. Через равные промежутки времени ^продол-
(I) к  \
2 ~ т ) точка М  попадает пооче-жительностью в полпериода

редно то па сторону х  =  4-1, то на сторону х=  —-1; аналогич­
но— относительно сторон у—  +1 и у=  —1, однако, с полупе-

TZ
рйодом . Помимо того, движение существенно зависит от па­
раметра а.

Остановимся сначала на простейшем частном случае, когда 
периоды двух колебаний одинаковы, так что можно принять 
т —  1 и п=  1; тогда наши уравнения принимают вид:

1 х—  sin ( t -  
\ у=  sin t .

- a ) , [6]

Сделаем частные допущения относительно значений парамет­
ра а  (см. черт. 48).

I. 0. Из уравнений
(х  =  sin t ,
\ у  = sin t [7]

видно, что точка движется по биссектрисе первого координат­
ного угла х = у .  Но она вовсе не обязана пройти всю эту бис­
сектрису. Легко понять, придавая t  различные числовые значе­
ния, что точка М  совершает простое гармоническое колебатель­
ное движение на отрезке, концы которого суть точки: (1,1) и 
(—1,— 1), не выходя за его пределы.

11. а —к.  Уравнения [6] принимают вид:

( х  =  — sin t ,
\ у  = sin t .

11 В. Л. Гончаров

[8]
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Черт. 48



Черт. 49



Аналогичный результат, но движение совершается по отрезку 
с концами ( — 1 ,  1) и (1, — 1), лежащему на биссектрисе у  —  —х  
второго координатного угла.

я 3
III. а =2” и IV. я = у я.

Если а = -я, то уравнения [6] принимают вид:

(х = COS t ,  rq,
\ у  =  sin t .  191

Отсюда вытекает, что точка М  движется по кругу х^- \ -у^  =  1,
у

причем равенство — = tg t  показывает, что параметр t  есть нечто
иное как угол, который вращающийся отрезок ОМ  составляет с 
осью Ох.  Уравнения [9] — те самые, которые являются определе­
нием синуса и косинуса. Направление движения—прямое (против 
часовой стрелки).

я
Если а  = ту  > то уравнения [6] принимают вид:

[10]
Движение ■— по тому же кругу, > но в обратном направлении 

(по часовой стрелке), 
я

V. a = - j  . Тогда получаются уравнения движения

f sin t  — cos t
/2

l у  = sin t .
[И]

Ряд подстановок позволяет построить табличку:

t У t л: У

•
1 К 10 /2 0 0 7?
1 3 1

ТС
тГГ

0 — п  
4 1 /2

п 1 5 1
~2 V  2 1 4Я

0
~/2

3 1 7 1
2 71 ~/2 -1 ТЯ

—1
~/2

и наметить график движения (черт. 49). 
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Не представляет труда, исключая параметр t из уравнений 
[11], получить уравнение траектории движения в виде

х3 — хуу2+у* = [12]

В аналитической геометрии доказывается, что это уравнение 
представляет эллипс. Но оси эллипса наклонены, они совпадают 
с биссектрисами координатных углов, а не с осями координат, 
поэтому уравнение не имеет привычной „канонической" формы.

3 5 7
VI. я = -^тс, VII. а  = -jit, VIII. a=-£iz .  Получаются подоб­

ные же эллипсы, с различными наклонами и направлениями дви­
жения.

Исключая параметр t из уравнений [6], при п р о и з в о л ь н о м  
значении а  (кроме я = 0 и л и  a —i t ) ,  мы получаем уравнение 
второго порядка, которое,.как доказывается в аналитической 
геометрии, представляет эллипс, вписанный в квадрат Q.

Рассмотрим теперь гораздо более сложный пример 
ф и г у р  Л и с с а ж у  (так называются кривые, образо­
ванные движением точки по плоскости Оху согласно 
уравнениям вида [3]):

х = cos Ы,
_y = sin St1. [13J

Не предпринимая в данном случае составления 
подробной таблицы через равные промежутки (за это 
все равно пришлось бы взяться, если бы мы захотели 
сделать достаточно точный чертеж), постараемся на­
метить характерные точки нашей кривой: именно, 
концентрируем, прежде всего, внимание на тех точ­
ках, где ордината у: 1) обращается в нуль (точки пе­
ресечения кривой с осью Ох), 2) принимает наиболь­
шее возможное значение -\-1 (точки касания кривой 
с верхней стороной квадрата Q), 3) принимает- наи­
меньшее возможное значение — 1 (точки касания 
кривой с нижней стороной квадрата Q). Точки категории
1) определяются из уравнения

sin 31 — О,
что дает

3t = кп, t= ^ .

1 Эти уравнения получаются из уравнений [5], если поло­
жим: т  = 5, п  = 3 и возьмем, например, а=-^к .
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Точки категории 2) и 3) определяются из уравне­
ний

sin3^ = -{-l и s i n 3 £ = — 1,
что дает

зг = -|+2Ь, +
и

3^= jn±2kn, t=Z- + ^kn.

Таким образом, во-первых, нас интересуют значе­
ния t вида .

Направляя внимание далее подобным же образом 
на абсциссы х, мы придем к заключению, что, во-вто-

, Апрых, нас интересуют значения t вида .
Составим отдельно таблички для значений t вида

Ап „ kK у г:-g- и для значении вида тп, причем удобнее будет пе­
рейти к измерению t в градусах:

t 0° Со О о 60° 90°

оО
C

N
г—

1 150° . . . 360°

X 100-87 50 0 —50 87 . . | 100

У 0 1 0 -1 0 1 ... | 0

t 0° 18° 36° 54° 72° 90° . . . 360°

X 1 0 -1 0 1 0 • • 1

У 0 81 95 31 -59 -100 0

Дальше остается немногое: расставить в квадрате 
Q все полученные точки, приписывая около каждой 
точки значение t ( в градусах); затем вести кривую 
через все расставленные точки, следя за тем, чтобы 
точки встречались в порядке возрастания значений t.
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Черт. 50

Следует иметь в виду, что в промежутке между 
двумя соседними значениями t, взятыми из совокуп­
ности двух табличек, каждая из координат х и у 
изменяется в одном и том же направлении, т. е. или 
только возрастает или только убывает (черт. 50)

Существуют точки, через которые кривая пройдет 
дважды, в разных направлениях: в нашем примере 
число их равно 22.

Упражнение 18
Построить кривую Лиссажу по заданным уравне­

ниям в параметрической форме:
(х — А sin m(t—а),

\у = В sin —
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На чертеже около каждой поставленной точки 
приписывать соответствующее значение t.

Составить таблички, показывающие, в каких точках 
кривая пересекается с осями, и в каких касается сто­
рон основного квадрата W<1, [у|<1.

(См. приведенный выше чертеж 50 и таблички на стр. 165.)

1. При распределении постоянных параметров, 
вследствие причин, на которые было уже указано, 
можно всегда полагать

Остается распределить значения гаг, га, и а. В зави­
симости от выбора пары целых чисел гаг и га работа 
может оказаться (как показывают рассмотренные при­
меры) самых различных степеней трудности.

Представляется целесообразным предлагать учащим­
ся для самостоятельного выполнения примеры более 
высокой степени трудности, чем изображенные на 
чертеже 48, но менее трудные, чем пример на чер­
теже 50.

Итак, мы рекомендовали бы примеры следующих 
трех категорий:

Образец
х = cos Ы, 

= sin 3t.

Методические замечания

Л = В = 1 Ь—0.

где
а з > зп’ 6 ’ 6 я’ 8 ’

я 2 я 5 я
■t , О ^С, О , /' гг, "o' ,

я
F ’

5 7 я 5 7
8  8  Ъ 1 2  > 1 2 1 2 п’

11
гг л.

или в градусах, в порядке возрастания,
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где

2) lx = sin2(t— a) 
|y =sin t,

[3c=sin 3 [t— a), 
[y=sin t,

где
__ 7C . _ 3 _ Л 2

a~~ 2 ’ 4 ’ T1’ 9 ’ ?4

3) [A: = sin mt, jx =sin mt, (x = cos mt, jx=cosmt, 
\y = sin nt, l_y = cos nt, \y =i sin nt, l_y = cos nt

при значениях:

a)
m— 3 
n = 2 ’ c)

m = 5 
n = 2

итого 12-f- 10-j-4.3 = 34 примера).
2. Никаких принципиальных трудностей вычерчива­

ние кривых Лиссажу не представляет, но требует 
известной способности сосредоточиваться. Нужно в 
особенности отметить два момента:

1) В этой работе приходится широко использовать 
формулы приведения тригонометрических функций. 
Так, в одной только первой табличке из приведенного 
выше примера приходится искать косинусы углов, 
содержащих

150°; 300°, 450°, 600° и т. д. до 1800°.

Здесь возможны кое-какие рационализаторские 
приемы, но их учащимся едва ли следует навязывать; 
нужно только направить их внимание в эту сторону.

2) После того как необходимые характеристиче­
ские точки в квадрате Q расставлены (в последнем из 
приведенных примеров их около трех десятков), нуж­
но не ошибаться относительно того, как правильно 
связать их кривой между собою. Необходимо тщатель­
но следить за возрастанием параметра t и, если оста-
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ются или возникают сомнения, то не давать волю 
фантазии, а требовать ответа у формулы, путем над­
лежащим образом подобранных дополнительных под­
становок числовых значений параметра.

3) Полезно при кривой в разных ее частях поста­
вить стрелочки, указывающие направление движения 
(в сторону возрастания параметра t). Заключительный 
акт работы: прочертить всю кривую Лиссажу (от 0° 
до 360°) „одним движением пера" (только не пером, 
а пальцем). Хорошо также „прикинуть на-глаз“, где 
движение происходит быстрее, где — медленнее. О ско­
рости в точном смысле говорить, конечно, не приходится.

19. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Упражнение, в процессе ознакомления с гиперболическими 
функциями, дает повод упражняться в „сложении0 и „вычита­

нии" графиков.

Нам уже не раз приходилось „складывать графики" 
двух данных функций1. Точный смысл выражения 
„складывать графики" таков: это значит — по задан­
ным графикам двух функций составить график суммы 
этих функций.

Сложить графики можно или путем табличных вы­
числений или непосредственно геометрически—с цир­
кулем в руках.

Аналогичным образом можно „вычитать графики", 
„перемножать графики" и даже „делить графики"2.

Мы применим сейчас „сложение" и „вычитание" 
графиков не к синусоидальным кривым (гармоническим 
колебаниям), а к показательным функциям. Мы сдела­
ем это, желая познакомиться с замечательными в 
разных отношениях функциями — гиперболическим 
косинусом и гиперболическим синусом.

Начнем с г и п е р б о л и ч е с к о г о  к о с и н у с а .
Гиперболическим косинусом по о с н о в а н и ю  а 

( а > 1) мы условимся называть функцию, определяе­
мую равенством

chnx - а х  + оГ [1]
1 См. Упр. 9 [I], Упр. 16 и 17 [II].
2 См. в особенности Упр. 9 [I] и следующее Упр, 20 [II].
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Иначе, избегая отрицательных показателей, эту 
формулу можно написать в виде

ch<.* = 7 («' + £*),

и тогда ясно видно, что гиперболический косинус 
есть не что иное как полусумма двух показательных 
функций — с различными, взаимнообратными, основа­
ниями.

Посмотрим, каков график гиперболического коси­
нуса по основанию 2:

2* + 2~х го1ch2x= —-т>------  [2]

Для этого построим вспомогательные графики 
у = 2х и у = 2~х.

Затем, „сложив" их, получим график еще одной 
вспомогательной функции

у = 2х 2-х;
наконец, чтобы получить график гиперболического 
косинуса y = ch2x,
останется все ординаты разделить на 2, т. е. умень­
шить вдвое.

Отметим на чертеже точки графика у —2х, соот­
ветствующие целым значениям х (черт. 51); кроме 
того, даже не пользуясь таблицами корней или лога­
рифмов, можно отметить и точки, соответствующие
значениям х вида я - Ь у ;  каждый из нас твердо по­
мнит, что ,

2“ = v/2-~1,41,

и тогда легко сообразить, что
3 5

22 =2/2 - 2,82; 22 = 2 V 2 ~ -5,64; . . .
и что

2-т= JL 
/2“

— 0,70;
_± ,9 2 — 1

“ 2УГ — 0,35; . . .

170



Черт. 51

Отмеченные точки ложатся на чертеже с безупреч­
ной правильностью, и не представит труда связать их 
плавной, н е п р е р ы вн о й кривой — графиком показа­
тельной функции у  = 2 х .

График другой вспомогательной функции у  —  2 ~ х  
можно также построить „по точкам": так, при х  —  0
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получаем у  — 1, при х = \  получаем у  —  2~1=уит. д.
Но проще заметить сразу, что уравнение у= 2~х по­
лучается из уравнения у  =  2 х  посредством замены л: 
на — х: значит, новый график должен быть симмет­
ричен предыдущему относительно вертикальной оси 
(см. Упражнение 7).

Итак, сократим себе работу — и построим график 
у  =  2 ~ х ,  воспользовавшись этим свойством симметрии. 
Кстати заметим, что показательная функция 2х имеет 
основание 2 > 1 ,  и она — возрастающая, тогда как
показательная функция 2 ~ х  —  имеет основание

< 1, и она — убывающая.
Теперь будем „складывать" графики с помощью 

таблички:

X 0 0,5 1 1.5 2
'

2,5 3 . . .

2 х 1 1,414 2 2,828 4 5,656 8 . . .

2 ~ х 1 0,707 0,500 0,354 2,250 0,177 0,125 . . .

2 х  + 2~~х 2 2,121 2,500 3,182 4,250 5,833 8,125 . . .

или непосредственно геометрически — с помощью из­
мерительного циркуля. Теперь остается еще разделить 
все числа на 2, и у нас будет готова табличка значе­
ний функции _y=ch2x—гиперболического косинуса:

X
1

0 0,5 1 1.5 2 2,5 3

ch2x 1 1,060 1,250 1,591 2,125 2,916 4,062 . . ,

Для отрицательных значений х получится симмет­
ричная картина.

Геометрическое построение производится совсем 
просто: как легко понять, чтобы построить точку 
искомого графика, соответствующую абсциссе х, доста* 
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точно разделить пополам отрезок, концы которого суть 
точки вспомогательных графиков у—2х и у—2~х, соот­
ветствующие той же абсциссе.

Полученный график гиперболического косинуса по внешнему 
виду несколько напоминает параболу. Но это — никак не парабо­
ла: парабола—алгебраическая кривая второго порядка, тогда как 
порученная только что кривая — трансцендентная, порядка она не 
имеет. С увеличением х  до бесконечности гиперболический коси­
нус возрастает гораздо быстрее, чем любая функция второй (и 
всякой иной) степени.

Обратимся теперь к г и п е р б о л и ч е с к о м у  с и н у ­
с у .  Такое название (гиперболический синус по осно­
ванию а) носит следующая функция:

(«>!)• [3]
В алгебре очень часто вместо того, чтобы вычесть 

число, прибавляют то же число с измененным знаком. 
Поступая именно таким образом, мы, чтобы получить 
график гиперболического синуса по основанию 2

9-Г_о—х
sh2x=±----g > t4)

предварительно сделаем „сложение" графиков функций 
у—2х и у——2~х. Графика функции у=—2~х у нас еще 
нет на чертеже; но получить его можно очень просто 
из графика у—2~х, делая отражение этого графика по 
симметрии относительно горизонтальной оси. Дальше 
придется делить пополам вертикальные отрезки между 
графиками у= — 2~х и у—2х.

То же легко получить и табличным способом:

X 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

2 х 1 1,414 2 2,828 4 5,656 8 . . .

2Г Х 1 0,707 0,500 0,354 0,250 0,177 0,125

2 х  — 2~~ х 0 0,707 1,500 2,474 3,750 5,479 7,875

sh2x 0 0,354 0,750 1,237 1,875 2,740 3,938 . . .
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Возникает важный вопрос: мы видим, что графики 
функций—гиперболический косинус и гиперболический 
синус — нисколько не напоминают графики обыкновен­
ных тригонометрических („круговых") функций cosa и 
sin л1. Какие же имеются основания для того, чтобы 
называть их „косинусом" и „синусом"?

Ответ очень прост, и он свидетельствует, что о ве­
щах (тем более—о функциях) не следует судить по 
внешним признакам. Функции chaA и shaA называются 
гиперболическими ко с и н у сом и с и н у с о м  по той 
причине, что их ф о р м а л ь н ы е 2 с в о й с т в а  ч р е з ­
в ы ч а й н о  б л и з к и  ф о р м а л ь н ы м  с в о й с т в а м  
к р у г о в ы х  к о с и н у с а  и  с и н у с а .  Это подтвер­
ждается многочисленными примерами.

Начнем хотя бы с формул 
cos(—a)=cosл: (свойство „четности" функции cosa:), 
sin (—а) = — sin а (свойство „нечетности" функции sin а).

Если в формуле [1] заменим а на—а, то два слага­
емых в числителе между собою переставятся, и сумма 
останется неизменной; значит,

cha(— A)=cheA.
Если в формуле [3] сделаем такую же замену, то 

переставятся между собою уменьшаемое и вычитаемое, 
вследствие чего в результате изменится знак; значит,

SM— ■*)=—''SM-
Итак, гиперболический косинус, как и круговой, 

обладает свойством четности; гиперболический синус, 
как и круговой, обладает свойством нечетности. Здесь 
совпадение свойств — полное.

Но этого мало. Самое замечательное формальное 
свойство круговых функций заключается в существо­
вании связывающего их тождества

cos2 х-\- sin2 а = 1. [5]
Для гиперболических функций такого тождества не 

существует. Однако существует очень похожее, лишь 
знаком отличающееся тождество___________  ch2A-sh2A=l. [6]

1 В частности, отсутствует столь характерное для тригономет­
рических функций свойство п е р и о д  и ч н о с т и .

* To-есть выражающиеся в виде формул.
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В самом деле, проверьте следующие преобразова­
ния:

Приведем другой, не менее яркий, пример. Для 
круговой функции cos* справедливо следующее тож­
дество („формула сложения"):

cos (х+у) =cosxcosy — sin xsin_y. [7]
Для гиперболической функции chax существует фор­

мула сложения, имеющая почти такой же вид:
cha (х “Hy)=ch0 х cha.y -f- sha х sha_y. [8]

В самом деле, начиная справа, мы легко проверим 
следующее:

и и  I  и  и  а х  +  а~ х  а у  +  а~ у  .chax с hay + shax shey/=—2---------------2-----+

, а х  — сГ х  а у  — а- у _а х + у +а- х -у
т  2 ‘ 2 — 2 che(*+J0-

Этих примеров достаточно; правда, на чертежах от­
ражаются не все указанные свойства.

Возникает дальше другой, не менее важный во­
прос: почему функции chax и sha.x называются г и п е р ­
б о л и ч е с к и м и ?

И на этот вопрос ответить не сложно. Функции 
cos* и sinx называются к р у г о в ы м и  вследствие их 
теснейшей связанности с кругом: именно уравнения в 
параметрической форме

jx=cost, 
|_y=sin t [9]

изображают к р у г ;  действительно, исключая параметр 
t с помощью соотношения cos2^-f-sin2^ == 1, мы полу­
чаем уравнение траектории движения, а именно круга 
х1 —j—_у3=1. Точно таким же образом уравнения в пара­
метрической форме

'•x=ch J, 
У=sbj

[10]
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Черт. 52

изображают ги­
п е р б о л у .  Чтобы 
убедиться в этом, 
достаточно, возве­
дя оба уравнения 
[10] в квадрат, из 
верхнего вычесть 
нижнее: тогда,
принимая во вни­
мание, что

ch^ — sh^=l,

мы получаем:

х2 — у2 — 1

— уравнение рав­
носторонней ги­
перболы.

На чертеже 52 
показано постро­
ение гиперболы 
[10] по точкам, 
причем в качестве 
основания гипер­
болических функ­
ций взято а — 2.

Упражнение 19

Построить по точкам:
1) Графики гиперболических функций независимого 

переменного t по данному основанию а:

ch J--
а^ «-

: ~2~~ sh at—
а( — a-t

[Щ

2) Траекторию движения точки М (х, у), координаты 
которой хну суть функции параметра t, определен­
ные уравнениями
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Строя по точкам траекторию, при каждой точке 
ставить соответствующее ей значение параметра t.

Образец-. 2,09.

О с н о в н о й  л и с т

Графики, лишь едва отличаются от изображенных 
на чертежах 51 и 52: именно, чертежи составлены для 
„основания" а=2, тогда как образец предписывает зна­
чение <7=2,09.

В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т  

lgio«=0,3202.

Начало таблицы:

t 0 0 , 5 1 1 , 5 2 2 , 5 . . .

< lgio« 0,0000 0,1601 0,3202 0,4803 0,6403 0,8005 . . .

at 1,00 1,45 2,09 3,04 4,37 6,32 . . •

— Hgi0a 0,0000 1,8399 1,6798 1,5197 1,3596 Г, 1995 . . .

1,00 0,69 0,48 0,33 0,23 0,16 . , .

a 1  + 2,00 2,14 2,57 3,38 4,60 6,48 . . .

x  = ch a t 1,00 1,07 1,28 1,68 2,30 3,24 . , ,

at  — a—t 0,00 0,76 1,61 2,71 4,14 6,16 . . ,

У -  s M 0,00 0,38 0,80 1,35 2,07 3,08 . . .

12 В. Л. Гончаров 177



Методические замечания

1. В высшей математике в качестве основания ей* 
стемы л о г а р и ф м о в  обыкновенно принимают число

е = lim
п—►СО

1 + —У*= 2,71828... [13]

Логарифмы, взятые по основанию е, называются 
н а т у р а л ь н ы м и ,  и, если основание именно таково, то 
значок при логарифме, показывающий — по какому 
основанию берется логарифм, опускается:

\gex = Igx.
Точно так же в высшей математике опускаются 

значки внизу при гиперболических функциях chax и 
shcx, если в качестве основания этих функций берется 
число е:

ch„ х = ch х = —-Ц?------- ,

sh„x = shx=

В курсе элементарной математики число е не рас­
сматривается Ч

2. Осталось недосказанным, чем о б ъ я с н я ю т с я  
замечательные формальные аналогии между круговыми 
и гиперболическими функциями? Этого вопроса уча­
щиеся не сумеют задать — и тем лучше: удовлетвори­
тельного ответа на этот вопрос в средней школе дать 
нельзя. Для преподавателя же понимать суть дела — 
полезно. Ответ содержится в теории функций комплекс­
ного переменного. Вкратце — он таков:

Или, иначе:

3. Преследуя усовершенствование техники вычис­
лений, надлежит при распределении значений параметра а 1

< COS X — Che; X,
\ sin л: =—г sly х. [14]

ch х = cos (ix), 
sh x = — i sin (ix). [15]

1 Это число появляется в Связи с д и ф ф е р е н ц и р о в а ­
н и е м  логарифма.
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давать какие угодно значения в виде десятичных 
дробей в промежутке, хотя бы, 2 < а < 3 .  Возможно 
применение цифрового набора (вынуть две карточки),

4. Возможно, что учащиеся обратят внимание и сами 
на то обстоятельство, что параметрические уравнения [12] 
дают не всю гиперболу, а только одну ветвь ее.

20. ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ

Упражнение имеет предметом „умножение" гармонического 
колебания на убывающую показательную функцию.

Рассмотрим гармоническое колебание
у = sin тех. [1]

Здесь частота равна п = 3,14... На первый взгляд это 
обстоятельство может показаться осложняющим; но, 
если вдуматься, нетрудно понять, что на клетчатой 
бумаге, напротив, гораздо проще начертить график 
уравнения [1], чем, например, уравнения

у = sin Зх. [2]
Действительно, при вычерчивании графика гармони­

ческого колебания мы естественно прежде всего на­
правляем внимание на точки пересечения графика 
с горизонтальной осью: такими точками в случае гра­
фика уравнения [2] с частотой 3 являются точки, для 
которых

Зх = ku (k — целое),
т. е. точки вида

x = k~^\,05k,

и, если только не изменим масштаб на горизонтальной 
оси, нам придется потрудиться, чтобы произвести пра­
вильно соответствующие отсчеты. Напротив, в случае 
уравнения [1] точки пересечения с горизонтальной 
осью определяются формулой

их — ku (k — целое), 
откуда следует: _— /2j
так что интересующие нас точки пересечения будут 
„вершинами11 координатной сетки.
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В том же обстоятельстве можно отдать себе отчет, 
исходя из формулы, выражающей период через частоту 
(см. Упражнение 15):

2л(О =---.т

При т = 3 мы получаем иррациональный период

при т = п период равен 2.
На чертеже 53 показаны построенные „по 4 точкам* 

графики колебаний [1] и [2].

Обратимся теперь к рассмотрению уравнения

у — х -f- sin тыс [3]

и постараемся уяснить себе, каков его график. Число 2 
является периодом для второго слагаемого в правой 
части, но первое слагаемое не является периодической 
функцией; преобразование

(х -f- 2) -f- sin тс (х + 2) = (х -j- 2) -f- sin (пх -f- 2it) =
(x sin лх) “f™ 2
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показывает, что при замене * на х-\- 2 значение у 
увеличивается на 2. Проще всего представить себе 
два вспомогательных графика-слагаемых:

у = х и _y = simu;, [4]
и затем, с циркулем в руках, или же путем несложных 
построений с применением сложения ординат (пони­
маемого в алгебраическом смысле) наметить график- 
сумму. Можно, конечно, прибегнуть и к составлению 
таблички по „многоколонной11 схеме (см. Упражне­
ние 15 [1])

* кх sin л* * -f- sin ттх

0 0 0 0
1 л 0 1
2 2л 0 2

п(целое) л л 0 п
1 Я 1 3 —1 52 2 2 ~1,0

3
2

3
-зг* - 1 4 = 0,5

1
4

те
т 7f~0,71 — 0,96

Нет никакого препятствия к тому, чтобы в данную 
формулу [3] подставить какое угодно наперед задан­
ное значение * и вычислить у с какой угодно степенью 
точности. Следует лишь не упускать из виду, что 
в таблицах, которыми придется пользоваться при вы­
числении синуса, независимое переменное предпола­
гается выраженным в градусной мере, и нужно делать 
соответствующий перевод. Например, полагая 
* = 0,83, мы получаем:

л* = 0,83л = 0,83 • 180° — 149,4° = 149°24', 
sin л*'—'0,51,

*-f-sln л* — 1,34.
Однако мы не стремимся к очень большой точности 

и можем ограничиться построением „по 4 точкам":
деля на 4 части промежуток 0<<*<4тг > составляю-
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щий четверть периода, приходим к табличной записи:
X •КХ sin КХ х-\~ sin КХ

0 0 0,0 0
1
8

1CТГ 0,4 т+М
14 1Cт 0,7 4"+°.7
3
8

38 * 0,9 4 + 0-9
1
2

1C

~2~ 1,0 1Г + 1’0

и к геометрическому построению, указанному на чер­
теже 54а (крупно) и чертеже 546 (более мелко). Инте­
ресно отметить, каково положение максимумов и ми­
нимумов на кривой [3]: они приходятся не на точки
x = ~y , ~2~, ~y и т. д., как для кривой [1], а не­
сколько сдвинуты, и как именно — видно уже из на­
шего, довольно неточного, построения „по 4 точкам”. 
Постарайтесь наметить на чертеже промежутки возра­
стания и убывания.

Попробуйте построить кривую
у — х -j- sin л; [4]

с иным соотношением между наклоном вспомогатель­
ной прямой (график первого слагаемого) и частотой 
вспомогательного гармонического колебания (график 
второго слагаемого), и вы убедитесь, что максимумы 
и минимумы становятся неразличимыми и даже вовсе 
исчезают: можно доказать, что функция [4] — всюду 
возрастающаях.

1 Доказательство вполне доступно для учащихся: нужно 
только сослаться на очевидное неравенство sin х^ .  |sin х \<^х  (при 
любом положительном значении х ).

В самом деле, считая х  произвольным, h  — положительным, 
мы получаем, положив f  (х )  =  хх:

f (x - \ -h)  — / (*) = [(х 4- ft) -)- sin {x- \ -ft)] — [ x  -f- sin x]

-  A + [sin (x  +  ft) — sin x]  — h  +  2sin cos (x 4- -у-) >
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Являются ли графики функций [3] и [4] периоди­
ческими? Подвергая график функции [3] параллельному 
перенесению по направлению биссектрисы координат­
ного угла у — х на расстояния, кратные 2 У 2, как

видно и „на-глаз“, мы получаем снова ту же кривую. 
Но это свойство нельзя назвать „периодичностью функ-

так как

и, следовательно,

A A 1 / . A M
sinT <  2  ’ COS ( -«-f-rj- 1

= 2- sin

о h / , Л М2 sin cos ( х  + ~2~ Jj —

/ . A M  _ A 
os <C2- 2 • 1 = A.
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ции“ / (л:) = л: -+- sin тел: (см. определение периодичности 
в Упражнении 15). То же—для функции f(x) = x-\-s\nx.

Начало координат — центр симметрии для графи­
ков [3] и [4]; проверьте это аналитически и установите 
соответствующие геометрические факты.

Рассмотрим еще пример
у — х sin их. [5]

Здесь нужно уже 
не „складывать11, а 
„умножать11 вспомога­
тельные графики у — х 
и j/ = sinjuc. Так, при 
х = 0,83 получается:

у — 0,83 • sin 0,83тг ~
' ~ 0,83'0,51 -0,42.

При построении 
по 4 точкам получается 
табличка:

X тел; sin их л: sin тис

0 0 0,0 0,00
1
8

TZ

т 0,4 0,05
1
4

я
7" 0,7 0,18

3
8'

3
8 71 0,9 0,34

1
2

п
~2~ 1,0 0,50

• • 9
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и график, изображенный (крупно и мелко) на чер­
тежах 55 а, Ь. Интересно отметить следующие особен­
ности графика уравнения [5]: 1) он имеет с горизон­
тальной осью точки пересечения x = k {k — целое); что 
касается, в частности, точки л: = 0, то в ней обра­
щаются в нуль оба множителя л: и sin аде, и пересе­
чение превращается в касание; 2) имеет место свойство 
симметрии относительно вертикальной оси (свойство 
„четности" функции f(x)—xsin ад); 3) кривая „совер­
шает колебания" („осциллирует") между наклонными 
прямыми у — х и у = —х (как это „доказать аналити­
чески"?); однако максимумы и минимумы приходятся 
не на те точки, для которых выполняется равенство 
х sin тех — + х, а несколько сдвинуты — э т о  ясно видно 
на чертеже 55а (см. точки М и М').

Колебания, совершаемые графиком функции [5], 
нельзя, конечно, назвать ни гармоническими, ни даже 
периодическими (хотя прохождение через „положение 
равновесия" совершается через равные промежутки 
времени): принимая во внимание внешний вид этих 
колебаний, их иногда называют „растущими" (подразуме­
вается: при возрастании х по абсолютному значению).

В последнем примере, который мы сейчас рас­
смотрим, .

= [6]

можно было бы говорить о „делении" графиков 
у = sin аде и у — х, если бы, cj точки зрения алгебры, 
дело не сводилось все же к умножению:

sin TZX  . I------ = sin Ttx ■  .

Кривая [6], очевидно, „колеблется" или „осцилли­
рует" между гиперболами

1 1 у = _ и у = - — ■

На чертежах 56 а и & указано ее построение „по 
4 точкам" и ее общий вид. Характерные свойства 
кривой [6]: 1) имеются точки пересечения с горизон­
тальной осью при x — k {k — целое, отличное от 0);

2) колеблясь между двумя упомянутыми гиперболами, 
кривая приходит на одну из них (касается ее) в точках 
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вида x = k-\-~ (k — целое), причем максимумы и
минимумы не совсем совпадают с точками касания;
3) особого внимания заслуживает точка х=0, в которой
функция /(х) = sin^~)i:- яне определена", но по „устра­
нении точки неопределенности" возникает „максимум": 

llm /(х) = ic1.
Х->0

Кривая [6] такова, что при неограниченном увели­
чении абциссы х (по абсолютному значению) ордината у 
многократно меняет знак, становясь то положитель­
ной то отрицательной, однако, таким образом, что 
делается, в конце концов, сколь угодно малой: 

lim/(x) = 0.
X -> + СО

В подобных случаях говорят обыкновенно об „убы­
вающих" или „ з а т у х а ю щ и х "  колебаниях.

Упражнение 20
Построить по точкам („по 4 точкам") график 

затухающего (при х-+<х>) колебания
у =■ АВХ sin тех ( 0 < Б < 1 ) .  [ 7 ]

1 Для учащихся средней школы наиболее существенным и 
полезным является в данном случае не столько установление точ­
ной функциональной терминологии, сколько выполнение, путем 
подстановки частных значений, фактического приближения к 
предельному значению ;с=0. Пусть составляют таблицу вроде 
следующей:

X их sin их
sin их

X

1
2
1
4

U

т 1 2,00
и

т 0,707 2,83
1
8

U

ТГ 0,383 3,06

следя за приближением значения функции —-—к числу я=3,14...
Убедившись эмпирически в этом, п о т о м  уместно заняться и фор­
мальным доказательством.
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Воспользоваться вспо­
могательными графи­
ками
у = АВХ и у — — АВХ,
уяснить себе положе­
ние максимумов и ми­
нимумов.

Образец

А = 0,72; В = 0,85,

у  = 0,72 -(0,85)* sin пх

л: lgA + x l g B АВ Х

— 2 — 0,0015=1,9985 0,996
—1 — 0,0721 = 1,9279 0,85

0 — 0,1427 = 1.8573 0,72
1 — 0,2133 =1,7867 0,61
2 — 0,2839 = 1,7161 0,52
3 — 0,3545= 1,6455 0,44
4 — 0,4257 = 1,5749 0,38
5 — 0,4957 = 1,5043 0,32
6 — 0,5663= 1,4337 0,27

Методические
замечания

1. Значения Л и В 
рекомендуется брать 
из промежутков

0,6 < А < 0,8;
0,7 <В<0,9.

2. Следует стандар­
тизировать масштабы 
и объем чертежа. Мас­
штаб по горизонталь­
ной оси: 1 =8 клеток.
Масштаб по вертикальной оси: 1 = 10 клеток, Чертеж

Че
рт

. 5
7



поместить в верхней половине полного разворота 
(две страницы). Таким образом, принимая во внимание, 
что период колебания sin ях составит 16 клеток, всего 
вдоль разворота можно поместить 4 периода, причем 
предлагается взять один период в левой и три в пра­
вой полуплоскости, так что на чертеж должен попасть 
отрезок оси Ох, характеризуемый неравенством

— 2 < х < 6 .

3. Проведенные выше вспомогательные вычисления 
достаточны для того, чтобы через 9 точек провести 
п у н к т и р о м  весьма гладкие кривые у = + АВХ. Затем 
построение основной кривой рекомендуется проводить 
в таком порядке: сначала намечаются точки на гори­
зонтальной оси, затем на верхней и нижней вспомога­
тельных (пунтирных) кривых. Далее следует построение 
„по 4 точкам", причем прежде отмечаются все точки,
соответствующие значениям х вида и +--(берется 0,7
от прочтенных на-глаз ординат пунктирной кривой); 
потом — все точки, соответствующие значениям х

1 3вида + (ординаты умножаются на 0,4) и n + -g-
(ординаты умножаются на 0,9). Точки с абсциссами 
вида n + -g- и + должны быть отмечены в пер­
вых двух „периодах" (левая сторона разворота; далее 
без них можно обойтись). Требовать письменного вы­
полнения умножений на 0,7, на 0,4 и 0,9 необязательно.

4. Вопрос о положении максимумов и минимумов 
должен быть решен в том смысле, что они не совпа­
дают с точками, общими основной кривой и каждой 
из пунктирных, именно — сдвинуты чуть влево. Если 
такое заключение покажется иным учащимся сомни­
тельным, и они станут настаивать на том, что указан­
ное совпадение (например, для точки х = -^Л имеет
место, то можно посоветовать противопоставить этому 
следующее, логически не вполне состоятельное, рас­
суждение, которое обладает, однако, свойством интуи­
тивной убедительности: „1) Как вам кажется, ведь 
в точке максимума касательная к (основной) кривой 
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должна быть горизонтальной, не правда ли? 2) Но 
ведь вспомогательная кривая (верхняя) „идет вниз"; 
значит, эта касательная ее пересечет? 3) Раз каса­
тельная к кривой пересечет пунктир, то ведь и сама 
кривая его пересечет? 4) Однако последнее невоз* 
можно, так как при любых значениях х* 1

| у | = |АВХ sin кх | <^АВХ.
5. Полезно, чтобы по окончании работы были привлечены 

имеющиеся сведения по физике и был установлен „акустический 
смысл" свойств затухающего колебания (амплитуда уменьшается — 
сила звука ослабевает; но при этом „частота сохраняется неизмен­
ной—высота остается та же").

21. РОЗЕТКИ

Упражнение имеет в виду применение „ускоренного" построе­
ния гармонического колебания по 4 точкам на полярной сетке.

Желая придать полную наглядность функциональ­
ной зависимости, связывающей независимую и зависимую 
переменные, чаще всего их истолковывают как прямо­
угольные координаты — абсциссу и ординату некоторой 
движущейся по плоскости точки М. Но такого же 
результата можно достигнуть, истолковывая две пере­
менные как п о л я р н ы е  координаты движущейся 
точки.

Пусть независимая переменная обозначена буквой О, 
зависимая — буквой г; и пусть на плоскости задана

1 Преподавателю полезно иметь в виду формально безуко­
ризненное и исчерпывающее доказательство, основанное на при­
менении дифференциального исчисления. Пусть

f (x )  =  АВ Х  sin Ttjc;
тогда

f ' {x )  =  AB x  (lgfi.sin ъх  -)- п  cos пх) ,

-К4-)= = -А/В-!§4-<0,

1
и, следовательно, в точке x  = - j -  функция f ( x )  у б ы в а е т .  Зна­
чит, максимум находится левее.
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прямоугольная система координат Оху (черт. 58). 
Около вершины О отложим угол, в радианной мере

равный 0, считая от лу­
ча Ох в положительном 
направлении, т. е. в сто­
рону луча Оу — против 
движения часовой стрел­
ки; затем отложим на 
луче, представляющем 
собою противоположную 
сторону отложенного уг­
ла, считая от начала О, 
расстояние, равное г. По­
лучится точка М с по­
лярными координатами б 

и г. Ее прямоугольные координаты, как видно из чер­
тежа, даются равенствами

x = r cos 0, 
у— г sin 0.

Если задано уравнение

[1]

г=/(6), [2]
и для каждого значения 0 будет построена указанным 
способом соответствующая точка М, то геометри­
ческим местом точек М окажется некоторая кривая: 
она и будет и з о б р а ж а т ь  функциональную зависи­
мость [2].

Следует иметь в виду, что:
1) Значения п о л я р н о г о  угла 0 ничем не огра­

ничены, так что имеется возможность, многократно 
обходя начало координат, откладывать по прямому 
направлению сколь угодно большие положительные 
углы; можно также, вращая луч около начала в обрат­
ном направлении, откладывать и какие угодно о т р и ­
ц а т е л ь н ы е  углы;

2) значения р а д и у с а - в е к т о р а  г („расстояние") 
предполагаются п о л о ж и т е л ь н ы м и  и л и  р а в н ы м и  
н у л ю ,  но н е  отрицательными. Если, по формуле [2] 
для некоторых значений б радиус-вектор г получает 
отрицательные значения, их обыкновенно никуда не 
откладывают (так что для таких значений 0 не полу­
чается никаких точек М); иногда же уславливаются 
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откладывать абсолютные значения г по направлению 
прямо противоположному (т. е. направлению, характе­
ризуемому углом 0-}-•*), отмечая получаемые дуги 
п у н к т и р о м .  Мы будем придерживаться в дальней­
шем именно последнего условия.

Разберем в качестве примера (см. Упражнение 23 [1]) 
соотношение

и
Оно представляло бы, очевидно, гиперболу („за­

кон обратной пропорциональности"), если бы, поль­
зуясь прямоугольными координатами, истолковывать 
9 как абсциссу, а г — как ординату. Но в полярных 
координатах получается другая кривая—так называе­
мая г и п е р б о л и ч е с к а я с п и р а л ь .  Ее построение по 
точкам ясно из таблицы:

в г в Г

тс ТС
2 1 4 2

1 3 2
ТС 2 4 я 3

3 1 5 2
2 * 3 4 я 5

1 7 22тс "Г Т" 7
5 1 . . .
2 “ 5

и чертежа 59. Полезно заметить, что при 6=0 не по­
лучается никакого значения г: это значит, что в „на­
чальном полуобороте" на луче Ох нет точек кривой. 
Вместе с тем при 6 — 0 мы получаем:

. о тс sin 0 тс
У  —  Г  sin 8= -9- —д— -* -9 ,

и отсюда делаем заключение, что гиперболическая
13 В. Л. Гончаров



спираль, разворачиваясь по часовой стрелке, при стрем­
лении 0 к нулю через положительные значения, 
асимптотически приближается (снизу) к горизонтальной
прямой у = ~. При отрицательных значениях 9 для г
получаются также отрицательные значения: соответст­
вующая дуга спирали на чертеже показана пунктиром. 

Другой пример в таком же роде:

дает нам кривую, изображенную на чертеже 60\ При 
6 —> оо кривая приближается изнутри к асимптотиче­

ской окружности г— 1. Стоит обратить внимание на 
часть кривой, проведенную точечным пунктиром, — она 
соответствует значениям 0, подчиненным неравенствам

1 См. также Упр. 23 [I].
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0<6  < и дающим отрицательные значения ра­
диусу-вектору г; при 0—> 0 , 6>0 , как видно из со­
отношения:

. п . л те Sin 0 те
У — Г Sin 0 = Sin 0--------2----0----- *---- 2~ ’

кривая, уходя влево, асимптотически приближается 
(сверху) к прямой у—— у ■ Другая часть кривой, со­
ответствующая отрицательным значениям 6  при 0-*- — оо, 
навивается на асимптотическую окружность извне, 
тогда как при 9 —0 , 0  < 0 , пересекая асимптоту
у— —2~, приближается к ней снизу.

Обратимся к примеру иного рода, и рассмотрим 
уравнение 0

г = 2  — c o s  0 .
g

При изменении 0 величина cos у 0 колеблется
между —1  и -4-1 , величина г колеблется, очевидно, 
между 1 и 3. Проведем (черт. 61) вспомогательные

Черт. 61

окружности г-—1  и г = 3, а также „среднюю" окруж­
ность г — 2 , соответствующую „положению равнове­
сия". При 0 = 0 мы получаем г=3 (точка А' на чер-
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теже). При увеличении б впервые г принимает значе­
ние 2 при условии

з
т. е. при 6 = - - л (точка В). Чтобы вычертить дугу
кривой между А' и В более или менее аккуратно, 
проведем, деля на четыре равные части дуги АВ и 
А'В' (см. чертеж), отрезки радиусов-векторов РР\ QQ' 
и RR', и затем на каждом из отрезков ВВ', RR', QQ', 
РР' и АА', следуя методу построения „по четырем 
точкам”, отложим соответственно 0; 4; 7; 9 и 10 де­
сятых их общей длины (см. Упражнение 15), считая 
от внутренней окружности г=2 к внешней г= 3; для 
следующего сектора, в котором 0 заключено между 
3 6-jg- к и -yg я, аналогично придется отложить такие же

доли, но отрицательные (т. е. от внешней окруж­
ности г=2 к внутренней г=1)—по отрезкам ВВ", ТТ", 
UU", VV" и СС". Дальше картина повторяется. Пер­
вый период колебания начинается в точке 6=0 и кон-

c. зчается в точке б = —- я; второй — простирается от
3 36 — it до б — -тр it и т. д. Последний, восьмой, пе-

21риод заключен между б = я и 6 = бтг. В итоге по­
лучается самопересекающаяся „звездчатая" розетка с 
8 лепестками; каждый луч, выходящий из начала, пе­
ресекается с кривой по 3 раза.

Наконец, рассмотрим еще кривую
6г—cos -g-.

Здесь г колеблется между —1 и —j—1. При 6 = 0 по­
лучается г — 1 (точка А на черт. 62). „Положение 
равновесия" г=0 впервые достигается при условии

0 _ я
Т~Т"’

т. е. при 6 = 4я. На лучах, соответствующих значениям 
6=0, я, 2тс, Зя и 4я, нужно отложить радиусы-векто­
ры, примерно равные 10, 9, 7, 4 и 0 десятых; или, 
точнее, со включением промежуточных значений 6 
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(„построение по 8 точкам11)—на лучах ОА, ОВ, ОС, 
OD, опять О А, ОВ, ОС, OD и снова О А нужно отло­
жить радиусы-векторы, примерно равные 100, 98,92, 83, 
71, 55, 38, 20 и 0 сотых. От 0 = 4тс до 0=8тс ложится 
следующая четверть периода: так как значения г здесь

В

Черт. 62

получаются отрицательные, то соответствующие от­
резки приходится отмерить в противоположном напра­
влении: на чертеже дуги, получающиеся при отрица­
тельных значениях г, отмечены пунктиром. Период 
заканчивается при Q = 16тг.

Упражнение 21

Построить заданную в полярных координатах „ро^ 
зетку11

г — а-\- b cos т О,

Образцами могут служить чертежи: 61 (^а—2, b—1, 

т = -у) и 62 (а=0, Ь— 1, m =



Методические замечания

1. Можно рекомендовать следующие системы зна­
чений входящих параметров а и Ь:

(1) а—О, Ь—\,
(2) а=1, Ь=1,
(3) а= 2, Ъ=1

и—независимо от значений а и Ь—следующие значе­
ния т:

т— 1, 2, о, 4, о, о, 2“ > з > 2  * з у 2~ ^ *

Всего получается таким образом 12 X 3=36 вариан­
тов; но вариант а = 0, b = 1, т=1, дающий тривиаль­
ный результат — окружность, пожалуй, стоит вы­
бросить.

Масштаб следует строго регламентировать: можно 
взять, например,

а -|- &= 10 клеток.
Таким образом, у учащихся, имеющих варианты 

категорий (1), (2), (3), будут масштабы соответственно:
1 =10 клеток,
1= 5 клеток,

1 = 3 - ^ -  клетки;

но зато внешний обвод розетки (окружность радиуса 
а + Ь) у всех будет одинаков.

Все 36 розеток, в уменьшенном виде, изображены 
на чертежах 63 и 64.

2. Хотя масштабы выше даны „в клетках", тем не 
менее выполнение работ на клетчатой бумаге в дан­
ном случае мало целесообразно. Лучше всего взять 
бумагу без в с я к о й  л и н о в к и 1  и начать с того, 
чтобы наметить вспомогательные концентрические ок­
ружности и равноотстоящие лучи, выходящие из 
их общего центра.

1 Но, оперируя циркулем, мы, конечно, прибегаем к клетча­
той бумаге, используя ее в качестве измерительной линейки.
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Учащимся следует дать возможность самостоятель­
но подумать над тем, какие значения давать углу 9 
при составлении таблицы. Но самостоятельные раз­
мышления или коллективные обсуждения должны за­
кончиться довольно простым решением: начать с по­
строения „по 4 точкам" и добавить в случае надоб­
ности (при малых значениях т) построение „по 8 точ­
кам"—а в таблице, в сущности, надобности почти нет.

3. Иной раз не излишними будут дополнительные 
подстановки числовых значений 9. Например, может 
возникнуть сомнение, в особенности в вариантах (2), 
относительно положения касательной при подходе 
кривой к началу координат. Заметим, что с помощью 
анализа этот вопрос решается формулами:

так что касательная всегда совпадает с предельным 
положением радиуса-вектора (см., например, случаи 4 5

4. По поводу отрицательных значений г можно при­
нять одну из двух точек зрения: или не отмечать 
„отрицательный радиус-вектор" вовсе или отмечать 
в противоположную сторону. Мы предпочитаем вто­
рое, рекомендуя соответствующие дуги вести пун­
ктиром.

5. Полезно в формально оперативном отношении по 
окончании работы сосредоточить внимание учащихся 
на приведении уравнений кривой к прямоугольным ко­
ординатам и определении ее порядка. Это следует 
сделать „у доски" для 2—3 вариантов, предоставляя 
учащимся (если не слишком сложно) выполнить то же 
для собственных вариантов.

Образцы:

откуда, при г=0,
dx =cos б dr dy 
dy =sin 9 dr ’ dx ~~ ^

m — 1 или

1) r = cos39.
r — cos3 9 — 3 cos 0 sin2 6;
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г* = (г cos 0)8 — 3r cos б-(г sin Q)2;
(л:2 -\- = х3 — Зху2;
(х*-\-у2У = х(х3 — Зу2).

Порядок кривой равен 4.
2) г= 2 + cosyO.

Имеем:
cos у б — cos6 у — 10 cos3у sin2 — 4 5 cos sin4 =

—cos -^cos4 — 10 cos2 sin2 -f 5 sin4-|-) .
Но

0 i /1 4- cos0 0' т ГТ— cos 0”~COS -у = у ------- 2----- - > Sln-y = J/ ----------------------2-----  ;
ff

поэтому

cos -у- 6 = j/"- —-yS--Q- (4 cos2 0 — 2 cos 0 — 1).

Итак, _______
г — 2 = у/Г ——у — (4 cos2 0 — 2 cos0 — 1).

Далее:
2 (г — 2)2 = (1 + cos 0) (4 cos2 0 — 2 cos б — l)2,

2 (r — 2)2r5 = (r -f- r cos6) (4r2 cos26 — 2r2 cosO — r2)2,
_____ _5_

2 (j/x2 +/ - 2)* (x2 + У) 2 =

— (Vх* "f У 2  + x) [Ax2 — 2xj/x2 -(- y2— (x2 +.У2))2.

После дальнейших элементарных преобразований по­
лучаем:

(*2+Я5 {2 ( х 2 у 2 )  + 7}2 =
= (8 (х2 + y2f - 5х (х2 4-У*) (Зх2 —у2) + 16х4}2. 

Порядок кривой равен 14.
6. При проверке нужно следить за симметрией и 

за самопересечениями кривых—в вариантах [2] и [3]. 
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22. ИТЕРАЦИИ. УРАВНЕНИЕ КЕПЛЕРА

Упражнение имеет в виду один из самых полезных и удоб­
ных методов приближенного решения уравнений с большой точ­

ностью.

Возьмем какое-нибудь число и возведем его в квад­
рат; то, что получится, снова возведем в квадрат и 
будем дальше многократно повторять операцию воз­
ведения в квадрат. Как записать то, что получится 
после п раз повторенной операции?

Обозначим выбранное число через х; то, что полу­
чается после первой операции — через xt; то, что по­
лучится после второй операции—через х2, и т. д.; во­
обще то, что получится после п-ой операции—через 
хп. Тогда.

хх = ха,

>< К
9 II = W — х4,

II = (X1)2 = Х8,

Х4=Хз = от
___ v16—л ,

*«= 4-г = (х*п~1)* =Х2"

Возьмем другой пример: пусть операция, совершае­
мая над выбранным числом, заключается в том, что 
мы прибавляем к этому числу единицу и затем со­
ставляем обратную величину. Таким образом,

Xl ~~[+Х >
и тогда многократное повторение

1 11-2

операции нам дает:

х, = 1-Мт 1-

*я = l+^2 1 +
И т. д. 1 + 1-\-х

1 Нужно применить „метод полной индукции" для того,
чтобы формула хп = х2” была „доказана" для любого целого 
положительного значения п.
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Можно было бы попытаться, выполняя указанные 
действия, обнаружить общий закон, согласно которому 
величина яя могла бы быть получена из х и п посред­
ством конечного (не зависящего от п) числа элемен­
тарных действий: это не было бы безнадежной зада­
чей. Но эта сторона дела нас здесь не интересует.

В следующих примерах уже нельзя было бы об­
наружить такой закон:

Х\ — 2х,
V — 9х 1 — 92-*л>2 — " — у

2х

х„=2'Гп~\—22 (я двоек)

X,=lg х (логарифм по заданному наперед
основанию, большему, чем единица)

**=Ig JCj=lglg X,

X„=\g Хп-1 = lglg.. . lg Я. (я знаков lg)

Обозначим вообще через f (х) ту операцию, или ту 
совокупность операций, которую надо совершить над 
х, чтобы получить хх: под / (я) можно понимать ка­
кую угодно функцию от величины х (лишь бы ни она 
сама, ни те функции, которые будут рассматриваться 
дальше, не теряли смысла1). Очевидно, не толь­
ко ях, но и я2, х3 и т. д. будут функциями заранее 
выбранной величины х. Введем обозначения:

Xi=f(x) =Мх),
X2  =/ (м) = / (/(*)) = Мх), 
х3 =/ (я2) = /(/(/(я))) = /з (я),

X„=f (Хп-о =/(/(• • . /(я)). . .)=Л(Я). 

(я раз)

1 Если, например = /(*) = lg х, то хп не будет иметь
смысла при я настолько большом, что хп—1 буде,т меньше нуля,

204.



Точка х„ называется п-ой и т е р а ц и е й 1  точки х; 
функция /п(х) называется «-ой итерацией функции/(х).

Посмотрим, как можно г р а ф и ч е с к и  построить xv 
х2, х3,.., если в плоскости Оху задана точка х на 
оси Ох и график функции f (х) (черт. 65). Обозначая 
через М данную точку с абсциссой х и ординатой О, 
мы, посредством проведения через нее вертикали до 
пересечения с данным графиком, сейчас же получим 
точку Р с абсциссой х и ординатой / (х) = хх. Далее, 
очень легко—с помощью биссектрисы основного ко­
ординатного угла х=у (короче, „основной11 биссект­
рисой) — получить точку Му 
с абсциссой Xj и ордина­
той 0: для этого достаточно 
через точку Р провести го­
ризонталь до пересечения 
в точке Q с упомянутой 
биссектрисой и затем че­
рез Q провести вертикаль 
до пересечения с осью Ох; 
точка пересечения и будет 
Му (в самом деле, у точки 
Q абсцисса и ордината рав­
ны хх; у точки пересечения 
вертикали, проведенной че­
рез Q, с осью Ох абсцисса 
есть хъ ордината же рав­
на 0). Для получения точки М2 с абсциссой х2 и орди­
натой 0 нужно проделать с точкой Мх то же, что уже 
было сделано с точкой М и т. д.

Если данный график при движении слева направо 
все время поднимается вверх (т. е. если функция воз­
растающая), и при этом он не имеет общих точек с 
основной биссектрисой, то получается „ступенчатое" 
построение, начало которого видно на чертеже 65. 
Следует, однако, подумать над тем, как велико раз­
нообразие иных возможных расположений.

Рассмотрим, например, график функции /(х) = .
Чертеж 66 показывает, что, взяв в качестве начального 
какое-нибудь положительное (или отрицательное, но 
большее, чем —1) значение х, мы получим „спирале-

1 По-латыни iter — опять. „Итерация* значит „повторение".
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видное" зигзагообразное построение, в пределе при­
водящее к точке пересечения данного графика с ос­
новной биссектрисой.

В данном случае не представляет никакого труда 
найти координаты этой предельной точки. Это—точка
пересечения кривой у --= с основной биссектри­

сой у = х. Исключая хотя бы у, получаем уравнение 
х ^ х — 1 == 0.

Итак, абсцисса (и ордината) предельной точки удо­
влетворяет этому уравнению. Но уравнение имеет два 
корня, именно,

х—

Так как абсцисса предельной точки, очевидно, по­
ложительна, то она должна совпадать с положитель­
ным корнем уравнения, т. е.

1^5-1
2 ' v

Таким образом, из геометрических соображений 
можно заключить, что выбирая число х п р о и з в о л ь ­
н о  (с ограничением х > — 1 ) ,  мы получим ряд „ите­
раций"

X, *1 -*2...........Хп,.. ,

связанных формулами:
_ 1 _ 1 1

Xl~ 1+Х ’ Х*~ 1+Хг ’ • • •’ _  1 + Хп_х ' •

и обладающих тем свойством, что при п~* оо

Х„~* ^--0,62. [1]

Из геометрических же соображений, гляда на чер­
теж, можно заключить, что если в качестве началь­
ного значения х мы возьмем число л: < — 1, то полу­
чится совсем иная картина: спиралевидный зигзаг будет 
„раскручиваться" и, после конечного числа операций, 
мы придем к некоторой точке хт, удовлетворяющей 
неравенству хт^> — 1; окончательный результат [1] 
останется в силе.

-1 +1/5~ 
2
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В'данном примере положение было таково: нам 
было бы не так просто судить непосредственно о том, 
каков предел последовательности чисел

Х, Х±, Л^2> -^3) • • •) Х'п)* * •
(и существует ли он); но из геометрических сообра­
жений мы заключили, что он должен существовать и 
равняться одному из корней квадратного уравнения

x2-j-x — 1 = О,
решение которого не представляет затруднений.

В других случаях положение могло бы оказаться 
иным: решение уравнения алгебраическим способом 
для нас могло бы оказаться невозможным, но зато 
произвести вычисление его корня мы могли бы при­
ближенно с помощью последовательности итераций:

из рассмотрения чертежа делаем заключение, что, 
каково бы ни было начальное значение х (хотя бы из 
промежутка О 1 ) >  последовательные итерации хп 
в этом примере, как и в предыдущем, действительно,
203



стремятся („сходятся") к пределу — к упомянутой точке 
пересечения, являющейся корнем данного уравнения. 
Итак, желая вычислить этот корень, воспользуемся 
итерациями. В качестве начального значения х=хг 
возьмем хотя бы 0,4, руководствуясь тем соображе­
нием, что левая часть уравнения отрицательна при 
х = 0 , 4  и положительна при х = 0,5, так что корень 
заключен в промежутке 0,4<х<0,5. Будем вести 
вычисления с тремя знаками после запятой. Полагая

Xn + i — -----х\ (п= 1 , 2 , 3 , . . . ) ,

составим табличку (пользуясь таблицами кубов):

п 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

хп 0,400 0,436 0,417 0,427 0,421 0,425 0,423 0,424 . . .

0,064 О о 00 СО 0,073 0,079 0,075 0,077 0,076 0,076

0,436 0,417 0,427 0,421 0,425 0,423 0,424 0,424

Как видно, с точностью до третьего десятичного 
знака, искомый корень равен 0,424.

Из предыдущего вытекает, что построение итера­
ций, кото'рое на первый взгляд кажется чем- 
то вроде математического развлечения, может быть 
использовано для приближенного решения уравнений.

В предстоящем упражнении мы будем искать 
точку пересечения синусоиды у — sin х и прямой ли­
нии у = тх-\-п, т. е. решать уравнение вида тх-\-п — 
= sinx. Мы ограничимся простейшим случаем, когда 
\т > 1 (при т \ < 1 возможно существование н е- 
с к о л ь к и х  точек пересечения). Имея в виду приме­
нить метод итераций, мы представим уравнение 
решенным относительно х:

x^a + bsinx  (« =-------------, b — ^-,\b\<.\) .

14 в. Л. Гончаров 209



Упражнение 22

При заданных значениях а и b ( | & ' < 1 )  построить 
график функции

/(*) = a -f- b sin л.
Убедиться путем геометрических соображений, что 

при любом выборе начальной точки последователь­
ность итераций:

X ,  X j ,  Х % , .  .  . ,  Х п , .  .  ■

сходится к абсциссе единственной точки пересечения 
графика с основной биссектрисой х—у. Затем вычис­
лить эту абсциссу, т. е. корень „уравнения Кеплера"

x — a-\~b sin*
с тремя знаками после запятой. Пользоваться табли­
цами натуральных тригонометрических величин.

Образец

а = 2; Ь=0,7 

Г р а ф и к  (черт. 68)

*=2,447...

п 1 2 3 4 5 6 7

2 2,634 2,340 2,503 2,421 2,459 2,440

115° 151° 134° 143° 139° 141° 140°

sin хп 0,906 0,485 0,719 0,602 0,656 0,629 0,643

0,7 sin хп 0,634 0,340 0,503 0,421 0,459 0,440 0,450
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8 9 10 11 12 ■

2,450 2,44651 2,44824 2,44745 2,44792

140°22' 140°11' 140°ie' 140°13'

0,63787 0,64034 0,63922 0,63989

. г
0,44651 0,44824 0,44745 0,44792
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Методические замечания

1. Учащихся может затруднить переход от радиан- 
ной меры к градусной, и им следует оказать помощь, 
не осложняя вопроса излишним теоретизированием. 
Нужно рекомендовать исходить из равенства

л — 180°

и руководствоваться в дальнейшем пропорционально­
стью. Если нужно выразить в градусной мере число 2, 
то мысленно составляется пропорция

х __2
180 ЧГ ’

откуда ясно, что придется 2 разделить на и и умно­
жить результат на 180. Затем нужно будет сотые 
градуса переводить в минуты.

Можно также прибегать к таблице под названием 
„Длина дуги круга при радиусе, равном 1“.

2. Так как вычисления с одной и той же, довольно 
высокой степенью точности излишне громоздки, то 
следует рекомендовать первые этапы проводить с 
меньшей точностью и только позднее увеличивать 
точность, скажем, получив второй знак после запятой. 
На практике, конечно, удобнее прибегать к методу 
итераций лишь после того, как и н ы м и  с п о с о б а м и  
найдено достаточно хорошее приближение, которое 
можно взять в качестве начального в итерационном 
процессе.

3. Выбор значений а и b безразличен — при един­
ственном ограничении

\ ь \ < \ .
Сходимость итерационного процесса тем более 

быстрая, чем меньше \Ь\.
4. Чертеж необходим, как иллюстрация, позволяю­

щая осмысливать производимые вычисления. Каждый 
пройденный этап вычислений позволяет добавить один 
зигзаг на чертеже.

Следует предупредить учащихся о необходимости 
внимательно следить за масштабами. По вертикальной 
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оси удобно брать масштаб: 1 — 10 клеток, по горизон­
тальной— или точно такой же (что вынуждает откла­
дывать по оси отрезок к и делить его на равные 
части, см. чертеж 68) или взять, например: тс = 32 кле­
точки; в этом случае удобно будет производить по­
строение синусоидальной кривой по 4 точкам, но пря­
мая у—х уже не будет биссектрисой координатного 
угла в геометрическом смысле, и нужно будет не 
ошибиться при ее проведении.

5, По поводу сходимости итерационного процесса 
уместно сделать важные замечания общего характера 
которые в какой-то степени могут быть доведены 
и до учащихся.

1) Уже посредством простого геометрического 
экспериментирования можно притти к догадке (спра­
ведливость которой можно доказать с помощью диф­
ференциального исчисления), что последовательные 
итерации х1ь х2 , . . . ,  хп , . . .  сходятся к абсциссе точки 
пересечения графика данной функции у = /(х) с бис­
сектрисой х = у в случае, если по абсолютному зна­
чению н а к л о н  к а с а т е л ь н о й  к данному графику 
в этой точке м е н ь ш е  е д и н и ц ы .  Если наклон 
больше единицы, сходимости к этой точке нет. 
(Случай, когда наклон равен единице—сомнитель­
ный1).

2) Раз указанное условие выполнено, существует 
такой промежуток с центром в предельной точке, что 
к а к у ю  б ы  е г о  т о ч к у  н и  в ы б р а т ь  в  к а ч е с т в е  
н а ч а л ь н о й ,  итерационный процесс будет сходя­
щимся.

3) В связи с предыдущим, .наличие погрешностей 
при вычислении итераций может замедлить процесс, 
но не может нарушить его сходимости2.

1 Существуют несложные приемы, позволяющие во всех слу­
чаях трансформировать данное уравнение таким образом, чтобы 
указанное условие сходимости было выполнено.

2 При этом предполагается, что погрешности не выводят за 
пределы промежутка сходимости: но если выведут, то отсут­
ствие сходимости обнаружится, и это укажет на наличие ошибки 
в вычислениях.
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23. БОКОВАЯ ПОВЕРХНОСТЬ УСЕЧЕННОГО КОНУСА
Упражнение имеет дело с типической задачей геометриче­
ского содержания на исследование „изменения" функции.

Если прямоугольную трапецию ABCD (черт. 69) 
с большим основанием АВ и меньшим основа­
нием DC станем вращать около вертикальной 
стороны AD, то получим усеченный круговой конус,

для которого АВ будет радиусом большего основания, 
DC—радиусом меньшего основания, AD — высотой и 
ВС — образующей. Положим:

AB — R, DC —г, AD == Н, BC=L.

Как видно хотя бы из треугольника ВСЕ, в кото- 
ром BE = AD = Н,

СЕ = DE — DC = АВ — DC = R — г,
величина L через остальные величины выражается, 
согласно теореме Пифагора, по формуле:

L = |/(Я — г)2 + ЕР-

Нас интересует боковая поверхность 5 рассматри­
ваемого усеченного конуса, для которой известная 
формула дает выражение: S

S = n { R  + г )  L ,
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или
S = 7r(#-f r)|/(/?-r)2-f#2. [1]

Величины R и Я мы будем считать постоянными и 
известными; что касается величины г, то ее будем 
считать переменной, изменяющейся в пределах от О 
до R-.

О

(так что верхнее основание конуса ни при каком зна­
чении г не станет большим основанием). Если г — О, 
то у нас получается полный конус, образующийся при 
вращении треугольника ABD; если r=R, то получает­
ся прямой круговой цилиндр, образованный посредством 
вращения прямоугольника ABED.

Постараемся, глядя на чертеж 69, отдать себе 
отчет в том, как изменяется величина S при увеличе­
нии г от 0 до R.

Увеличивается она или уменьшается?
Постараемся — пока без вычислений — судить, по 

крайней мере, о том (это более простой вопрос), что 
больше: боковая поверхность полного конуса, который 
мы имеем при г = 0, или же боковая поверхность ци­
линдра, который мы имеем при r — R.

Предположим, что Н очень мало по сравнению 
с R: тогда, глядя на чертеж 69, мы прекрасно видим, 
что боковая поверхность полного конуса1, наверное, 
больше, чем боковая поверхность соответствующего 
цилиндра. Предположим, напротив, что Н очень вели­
ко по сравнению с R: тогда полный конус вытягивает­
ся в иглу, и боковая поверхность его, конечно, меньше, 
чем боковая поверхность цилиндра.

Вычисления позволят дать гораздо более точный 
ответ. Боковая поверхность полного конуса, как из­
вестно из геометрии и как получается из формулы [1], 
при г = 0 равна ■nR]/R'! -j-//'2; боковая поверхность ци­
линдра, таким же образом, равна 2V.RH. Нам нужно 
узнать, который из трех знаков (верхний, средний 
или нижний) нужно выбрать в соотношении

Я Ri/Rt + H^nRH.  [2]

1 Она, несомненно, больше, чем его основание,
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Последовательные (обратимые) преобразования 
приводят это соотношение к виду

~W<H- ^
Итак, боковая поверхность полного конуса меньше,

равна или больше, чем боковая поверхность соответ­
ствующего цилиндра, смотря по тому, будет ли высо-
та И больше, равна или меньше, чем ~0,57...R.

V  з
Однако первоначально поставленный вопрос гораз­

до сложнее. Положим для краткости
S = №. [4]

где введено обозначение:
fir) = и (Я + г) YiR-rf + H*- [51

Боковая поверхность полного конуса, получающе­
гося при г —0, равна

/(0) = 7с/?]/Я2 + Я2;
боковая поверхность цилиндра, получающего я при 
r = R,  равна f(R) = 2nRH.

Мы видели, что возможны все три знака в соотно­
шении

т<№). [2']
Зададим себе такие вопросы.
Если /(0) >/(/?), то значит ли это, что при посте­

пенном (непрерывном) увеличении г от 0 до Я вели­
чина /(г) будет все время уменьшаться?

Если /(0)</(/?), то значит ли это, что при посте­
пенном увеличении г величина /(г) будет все время 
увеличиваться ?

Наконец, если окажется, что /(0) = /(Я)1, то следует 
или не следует отсюда, что при всех значениях 
г(0<г</?) величина /(г) имеет одно и то же значе­
ние?

Постараемся на такие вопросы найти ответы.

1 Это имеет место при Н —
R

/ 3
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Упражнение 23

При заданных значениях R и Н вычислить боковую 
поверхность 5 усеченного конуса с радиусом больше­
го основания R, высотой И и радиусом меньшего ос­
нования г при значениях г, равных: 0; 0,1 R-, 0,2/?; 
0,3# и т. д. до R. Составить график изменения 5 в 
зависимости от г. Глядя на него, сделать заключение 
о том, возрастает или убывает 5 при возрастании г 
от 0 до R; установить возможно точнее, при 
каких значениях г поверхность S достигает наимень­
шего и наибольшего значения.

Образец

R = 3, И— 2.

Основной лист

5 = /(г) = я (3+г)У (3 — г)3 + 4 = и (3 -И j/13—6 r+r2

Чертеж: см. стр. 218.

Заключение. При увеличении г от 0 до 3 величина 
S меняется очень незначительно. Она чуть возрастает 
в промежутке от г = 0 примерно до г — 0,9; дальше, 
в промежутке от г = 0,9 примерно до г = 2,1 едва 
заметно убывает; и еще дальше, в промежутке при­
мерно от г = 2,1 до г = 3 возрастает уже несколько 
быстрее.

Более точно, можно сказать, на основании допол­
нительной таблички (стр. 219), что обнаруженный мак­
симум находится в промежутке

0,9 < г < 1,1,

а обнаруженный минимум — в промежутке

1,9 < г <2,1.

Все же в пределах 0<г<!3 величина S принимает 
самое маленькое значение на левом конце, т. е. при 
г = 0 (полный конус); самое большое — на правом кон­
це, т. е. при г = 3 (цилиндр).

2 V?
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В с п о м о г а т е л ь н ы й  л и с т

Г 0 0,3 0,6 0,9 1,2

3 + г В 3,3 3,6 3,9 4,2

13—6/- + Г2 13 11,29 9,76 8,41 7,24

/13 — 6 г 4-г2 3,61 3,36 3,12 2,90 2,69

(3 + г)/13-6 А - +/-2 10,83 11,09 11,23 11,31 11,30

Г 1,5. 1,8 2,1 2,4 2,7 3,0

3 + г 4,5 4,8 5,1 5,4 5,7 6,0

13 — 6 г + г2 6,25 5,44 4,81 4,32 4,09 4,00

/13— бг-t- г2 2,50 2,33 2,19 2.08 2,02 2,00

(3 + г)/13 - 6 г + г2 11,25 11,18 11,17 11,23 11,51 12,00

Г 0,8 1 1,1
Точнее

1 1,1 0,9

3 + г 3,8 4 4,1 4 4,1 3,9

13 — 6г + г2 8,84 8 7,61 8 7,61 8,41

/13 — 6 Г + Т-2 2,97 2,83 2,76 2,8284 2,7586 2,9000

(3 + /-)/13 - 6 г + г2 11,29 11.32 П32|11,3136 11,3103 11,3100

(Аналогично—для минимума).
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Методические замечания

1. Следует обратить внимание на способ избегнуть 
умножения на и при составлении графика: достаточно 
изменить надлежащим образом масштаб по вертикаль­
ной оси.

2. Номограмма, приведенная на чертеже 72, позво­
ляет ориентироваться в характере решения задачи 
при различных значениях R и И. По горизонтальной 
оси здесь откладывается отношение

л; = н
R

Предположим, сначала, что *=4<тт~0*71-
Тогда величина S, рассматриваемая как функция г, 
при возрастании г от 0 до R сначала возрастает; затем, 
пройдя через некоторый максимум, убывает, затем,

пройдя некоторый минимум, 
снова возрастает. Обозна­
чим через Гу то значение г, 
при котором получается ма­
ксимум; через г2 — значе­
ние г, при котором полу­
чается минимум; значения S, 
соответствующие значениям 
г = 0, Гу, г2, R, пусть обоз­
начаются через S0, Sy, S2, Ss. 
Мы имеем: 50<51;
S2<^S3 (черт. 71). По дан­

ным R и И вычисляется х, и затем по данному х 
чертеж 72 позволяет определить ординаты шести 
кривых: OP, КР, КА, КМ, ОМ и ОБ (последняя — 
прямая линия). Эти ординаты представляют собою со­
ответственно значения шести следующих отношений:

f

>1 \s

5 2 10 '1 " г2 R
Черт. 71

r\ r2 So S j S2 S 3
R ’ R ’ kR2’ kR*’ ъцъ > -

Так в нашем примере R — 3, Н — 2 и, значит,
2

х — -д-. По чертежу 72 (см. вертикальный пунктир)
мы можем прочесть, что:
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откуда следует, что
гj — 0,33/?; г2 — 0,67/?;

S0~l,19n/?2; Si-1,26*/?2; S,—1,24™/?*; S3 - 1,33*/?^ 
В частности, видно сразу, что

50<S3<51<53.

Точно так же при /? = 2, Я = 1 Мы получили бы 
л: = -g-, и тогда номограмма дала бы:

rj-0,14/?; г,-0,86/?;
So-l,12ic/?>; Sj ~ 1,14т:/?2; Ss ~ 0,96тг/?2; S3 = */?2, 

и в этом случае мы имели бы
S2<S3<S0<S1.

В случае, если х; Н_
а > V*

- 0,71 максимума и

минимума внутри промежутка нет: с увеличением г от 
0 до /? величина S возрастает от S0 до S3; эти послед­
ние значения могут быть получены из номограммы.

Острие М соответствует „точке перегиба11 графика 
(случай x = =

Преподаватель, владеющий дифференциальным ис­
числением, сумеет самостоятельно найти уравнение 
кривой ОМК на чертеже 72.

3. Рассматривая чертеж 72, нетрудно притти к за­
ключению, что при распределении числовых значений 
параметров между учащимися особенно интересно ис­
пользовать промежуток 0,5 <*<0,7. Так как, кроме 
того, значительно проще брать целые значения Н и /?, 
то можно рекомендовать, например, такие пары значе­
ний:

н 1 3 4 5 5 7 6 7 7 7 8 9 9 8 9

R 2 5 7 8 9 10 11 11 12 13 13 13 14 15 16

и так далее. 
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4. Значения Н — 2, R = 3 особенно замечательны 
тем, что они, между прочим, приводят к т о ч н ы м  
равенствам:

г 1 = 1, г2 = 2.

В этом можно убедиться посредством элементарных 
рассуждений. Мы получаем:

(4)’ = (3+'-)'((3-'-)1+41 =
= 128 — (г— I)2 (11 —2г—г2). [6]

Если, например, 0 < г < 2 ,  то2г + г2<2-2 + 22 = 8,
11 — 2г — r 2 >  11 -8>0;

так как (г —1)2>о, то отсюда следует, что при 
О < г < 2 ,  г Ф 1 (г — 1)а (11 — 2г — г2) > О
и значит,

С другой стороны, при г = 1 мы получаем, оче­
видно,

(4У=^-

Итак, достигает максимума при г — 1; очевидно,
то же справедливо и относительно S.

Подобным же образом, существование минимума 
при г — 2 устанавливается с помощью преобразования

(4)2=(3 + г)*{(3-г)2 + 4} =
= 125 + (r-2)2(V2+4r—2), [7]

причем, например, при 1 < > < 3  мы имеем 
г2 + 4г — 2 > 12 + 4-1 -2 = 3>0.

Приведенные рассуждения вполне элементарны и 
вполне строги. Но нужно согласиться с тем, что найти
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нужные преобразования [6] и [7] без применения 
дифференциального исчисления довольно затрудни­
тельно.

5. При выполнении Упражнения 23 нужно, конечно, 
предоставить учащимся право пользоваться таблицами 
квадратных корней.

24. ШАРНИРНЫЕ МЕХАНИЗМЫ. КРИВЫЕ УАТТА
Упражнение имеет предметом построение геометрического места 
точек, определенного условиями механического характера, с при­

влечением полярной системы координат.

Предположим, что имеется система точек, на пло­
скости или в пространстве, причем:

1) некоторые из точек — указано, какие имен­
но,—занимают заданное положение, т. е. неподвижны 
(закреплены);

2) некоторые из пар точек — указано, какие имен­
но, — подчинены условию находиться на определенном 
расстоянии одна от другой.

Указываемые требования не должны быть взаимно 
противоречивыми. Может оказаться, что при выполне­
нии всех требований система точек, как говорят, не 
будет „жесткой0, т. е. будет допускать движение1.

Такая система точек называется ш а р н и р н ы м  м е ­
х а н и з м о м .

Пусть, например, на плоскости даны две точки Р 
и Q, причем задано положение точки Р и расстояние 
точки Q от точки Р; тогда отрезок данной длины PQ 
может свободно вращаться около точки Р, причем точ­
ка Q будет описывать при этом вращении окружность 
с центром в точке Р. Условимся на чертеже изобра­
жать данные точки маленькими светлыми кружочками; 
заменять светлый кружок темным кружком всякий раз, 
как задано положение соответствующей точки; соеди­
нять пару точек отрезком надлежащей длины всякий раз, 
как задано расстояние между этими точками. Тогда 
только что описанный простейший механизм будет изо­
бражаться чертежом 73а.

1 Точнее: не всегда две системы точек, удовлетворяющих по­
ставленным требованиям, будут между собою конгруэнтны в гео­
метрическом смысле.
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На чертеже 73b изображен другой механизм, именно, 
состоящий из трех точек Р, Q и R: задано положение 
точки Р и расстояния PQ и QR (PQ^>QR). Тогда точ­
ка Q способна двигаться, как в предыдущем примере; 
что касается точки R, то ее можно совместить с лю-

Черт. 73

бой точкой плоскости, заключенной в круговом кольце 
между концентрическими окружностями с центром Р 
и радиусами PQ — QR и PQ -{- QR-

Если система состоит из трех точек Р, Q и R, и за­
даны все три расстояния PQ, QR и RP, то получается 
„жесткий треугольник" с неизменными углами; он мо­
жет как угодно перемещаться по плоскости, если ни 
одна из точек не закреплена (черт. 73с), или вращать-
15 В. Л. Гончаров 225



ся около единственной закрепленной точки (черт. 73d), 
или — в случае уже только двух закрепленных точек — 
он неподвижен (черт. Tie: следует впрочем заметить, что, 
кроме положения PQR, возможно и „симметрическое" 
положение PQR').

Система из четырех точек Р, Q, R и S, изображен­
ная на чертеже 73/, в которой закреплены точки Р 
и 5 и заданы расстояния PQ=r, RS—r, PS—2d и QR=2d, 
допускает движения, при которых прямоугольник 
переходит в косоугольные параллелограмы; но можно 
также (посредством непрерывных изменений и даже без 
выхода из плоскости) получить ряд крестообразных фи­
гур, из которых одна изображена на чертеже 73g.

Особый интерес представляет общая схема, частный 
случай которой только что был рассмотрен: имеется 
ввиду система из четырех точек Р, Q, R и 6’, из кото­
рых две, например, Р и S, закреплены, и считаются за­
данными расстояния PQ, QR и RS (и уж, конечно, также 
PS). Эти расстояния мигут быть, вообще говоря, теми 
или иными, но мы ограничимся рассмотрением того слу­
чая, когда PQ = RS (симметрический случай).

Меняя обозначения и вводя координатную систему, 
допустим, что шарнирный механизм (черт. 74) состо­
ит из трех стержней 0^ = /?, A1A2 — 2d и A2C2 — R, 
соединенных между собою в точках Аг и Аг шарнира­
ми, причем концы Сх и С2 закреплены и имеют соответ­
ственно координаты

(—/, 0) и (+/, 0).
Точки Аг и А2 имеют возможность перемещаться по 

окружностям рагнуса R с центрами Сг и С2, причем 
расстояние между центрами СХС2 равно 21. Так как наи­
большее возможное значение расстояния АгА2 при 
таких условиях равно, очевидно, 2 (/-[-/?), а наимень­
шее 2(/ — /?) (при l^R) или 0 (при IsSzR), то отсюда 
следует, что расстояние A1A2 = 2d во всех случаях 
должно удовлетворять неравенству

2 (/—Я)<2d<2 (/ + /?),
и потому постоянные параметры d, I, R непременно 
подчинены ограничению

/ — R d l-\- R.
Наше внимание привлекают траектории движения 

тех точек, которые лежат на среднем стержне АХЛ2
226



(или неразрывно с ним связаны): эти траектории носят 
название „кривых Уатта“— по имени английского уче­
ного, занимавшегося паровыми машинами. Но, опять- 
таки ограничиваясь симметрическим случаем, мы рас­
смотрим лишь траекторию движения точки М, делящей

пополам отрезок АхЛг. Написать уравнение этой 
траектории не представляет большого труда.

Введем соответственно обозначения для координат 
точек Ах и Л2:

Мхъ ТО и А2{х2, _у2)
и обозначим вместе с тем через ах и а2 углы, которые 
направленные отрезки СХАХ и С2А2 образуют с поло­
жительным направлением оси Ох (0-^;аг, а2<2тс). Тогда 
при произвольном положении механизма получим ра­
венства (черт. 74):

(хх = Rcos ах— /, (х2 —R cos а3 + /,
= R sin аи \у2 = R sin а2.

С другой стороны, координаты точки( М, которые 
обозначим через (х, у), получаются из координат 
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точек Ах и А2 по формулам:

: = -j- (xi +*«)» [2]
У = ~2-(У1+Уа)-

Наконец, так как длина стержня АхА2 по условию 
равна 2d, то мы имеем еще соотношение

(*i - 4§2 + ОЧ ~ У*У = ы<1- [3]
Чтобы получить уравнение траектории точки М, 

нужно из семи равенств [1], [2], [3] исключить шесть 
переменных величин хи уъ х2, у2, «1 и а2. Для этого 
прежде всего подставим значения xlt ух, х2, у2, взятые 
из уравнений [1], в уравнения [2] и [3]:

[2']
x = ~2-R(cos а х c o s  а2),

У = -g- R (Sin ах -f- sin а2),

{Л? (cos ах — cos а2) — 2/}2 + R2 (sin ах — sin a2)2=4d2. [3']

Остается из уравнений [2'] и [3'J исключить ах и а2. 
В результате элементарных тригонометрических пре­
образований уравнениям [2'] и [3'] можно придать вид:

| х = R cos —р2 cos ’2,

• sin ^4=^ cos

/?2 s i n * 2 / ? / s i n  — posin'*1 2 g2-f

Из равенств [2"] следует:
= cos*^=p,

/2 = d2.

[21

[31

Я2 Я2 sin®

[4]

[5]
и тогда равенство [3"] дает:

2Rl sin pjp sin рр = rf2 - /2 - R2 + л2 + .у2, [б] 

{Д2 + /2 —rf2-(;t2-Hy2)}2 =
У2

2 'г“1 2
так что

= 4Д2/2 Sin2^L+^Sin® îp2. [6']
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Перемножая равенства [6'] и [4], получаем:
{.R8 +12 -d2 — (*2+у2)}2 (х2 +у2) =

= 4R42 sin2 а^~2 sin* ?Цр cos2 -Цр;

с другой стороны, вторая из формул [2"] и формула [5] 
показывают, что

4/у (R2-x2—y*)=

= 4R42 sin2 “4+^? sln2 ypcos*a-4p.
Итак:
{R2-\-l2-d*-(x2+y2)\2 (x2+y2)=4Ry2(R2 - x2 — y2). [7]
Это уравнение шестого порядка и представляет как 

раз кривую Уатта.
Вид кривой Уатта, конечно, зависит от числовых 

значений параметров R, I и d, т. е. от самого шарнир­
ного механизма, который ее вычерчивает.

Некоторые свойства кривой сразу видны из ее урав­
нения. Так, мы замечаем, что левая часть уравнения 
не может быть отрицательной, следовательно, для то­
чек самой кривой не может быть отрицательной и 
правая часть, и значит (если т о л ь к о у ф 0) мы долж­
ны иметь R2 — х2 — у2 > 0, т. е. х2 -\-у2 < R2, откуда 
ясно, что кривая не может выйти за пределы круга

х2-\-у2 — R2.
Не представляет, между прочим, труда найти точки 

пересечения кривой Уатта с осями: действительно, 
полагая у = 0 или полагая х = 0, получаем уравнения, 
которые сводятся к биквадратным.

Чтобы построить кривую по точкам, проще всего 
перейти к полярным координатам, воспользовавшись

формулами: , „т J (х = г cos О,
|у— г sin 0.

Уравнение [7] принимает вид
(R* + /2 - <i2 - г2)2 = 4/2 sin2 6 • (R2 - г2);

его удобнее решить относительно sin 0, чем относи­
тельно г:

-4- sin 6 =(R2 — Г-) + (/2 — rf2)
[8]21\/№~~г2
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Достаточно таблиц натуральных тригонометрических 
величин (и квадратных корней), чтобы произвести по­
строение этой кривой „по точкам". Следует, конечно, 
иметь в виду, что независимой переменной г можно да­
вать только такие значения, при которых оказывается

(#2 — /Д + С8 — tf2)
21\/ Я* — г«

т. е. ограничиваться значениями г, удовлетворяющими 
неравенствам

R2-{d +  / ) 2 < г а < / ? 2 - ( < * - / ) 2 .  [ 9 ]

В прошлом столетии один из величайших русских математи­
ков Пафнутий Львович Ч е б ы ш е в  очень много занимался шар­
нирными механизмами. Еще в детстве он облегчил себе понимание 
элементарной геометрии тем, что представлял себе геометрические 
фигуры, например, треугольники и четырехугольники не непод­
вижными, застывшими, а как бы сделанными из стержней на 
шарнирах; в дальнейшем сделал крупный вклад в машинострое­
ние, глубоко и разносторонне изучив шарнирные механизмы; из 
моделей, приготовленных им на протяжении его жизни, создан 
целый музей, в котором между прочим имеются лодка с гребным 
аппаратом, шагающий человек („стопоходящая машина") и дру­
гие замечательные вещи.

Внимание Чебышева было, между прочим, направлено к такого 
рода шарнирным механизмам, которые были бы способны возмож­
но точнее воспроизводить прямолинейное движение. Среди кри­
вых Уатта он обнаружил такие, которые на н е к о т о р о м  п р о ­
т я ж е н и и  чрезвычайно мало отличаются от прямой линии.

В этом отноше­
нии особенно замеча­
тельны те кривые из 
числа охватываемых 
уравнением [7], для 
которых значения па­
раметров R,  d  и / свя­
заны между собою 
соотношением

/?2-frf2 = /2. [10]
При выполнении 

этого условия шар­
нирному механизму 
можно придать рас­
положение, указан­
ное на чертеже 75, 

причем углы C]AjO и С2А20 будут п р я м ы е .  Тогда, при неболь­
ших отклонениях механизма от указанного „начального" положе­
ния, точка Л1,  в начальном положении совпадающая с центром 
симметрии О, описывает почти безукоризненную прямую линию,
230



Упражнение 24

Пользуясь формулой [8], при данных значениях пара­
метров R, d и / вычертить по точкам кривую Уатта.

Проверить результат геометрически, с циркулем в 
руках, или посредством самодельного шарнирного ме­
ханизма.

Образец
R — 8, d = 6, / = 10; ±sinO

128 - г2 
20/64 — г2 '

Черт. 76

1б3<г2<82- 42, г<1/48~6,93.

Г 0,0 0,5 1,0 1,5 . . . 6,0 6,5 6,75

СПОз
СО*
1

is?
V

/-2 0,00 0,25 1,00 2,25 . . . 36,00 42,25 45,561 48

64 — г2 64,00 63,75 63,00 61,75 28,00 21,75 18,44 16

V 64 — г2 8,00 7,98 7,94 7,86 . . . 5,29 4,66 4,29 4

20у/б4—г2 160 160 159 157 . . . 105 93 86 80

128 - г2 128 128 127 126 . . . 92 86 82 80

sin 0 0,80 0,80 0,80 0,80 . . . 0,87 0,92 0,96 1

V^rsinfl 0,00 0,40 1 0,80 1,20 . . . 5,22 5,68 6,47 6,93
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Методические замечания

1. Преподавателю следует отдавать себе отчет в 
том, какие причины обусловливают разнообразие типов 
Уаттовых кривых.

Возвращаясь к уравнению [8], возьмем один верх­
ний знак (-)-) в левой части и ограничимся предположе­
нием, что 9 меняется в пределах — 2
Чтобы получить всю кривую, достаточно будет ту 
часть ее, которая получится, отразить по симметрии от­
носительно обеих координатных осей.

Положим ради краткости:
. ./■ Л  —  (Rt-r*)+ (&-<#)
Л у/Ул*—г*

Мы видели, что достаточно рассматривать значения г, 
удовлетворяющие неравенству [9].

Предположим прежде всего, что
R2-— /)2 С 0, или RK\d-l\. [HI

Это возможно только в следующих двух случаях: 
или при условиях

й?< / и R^l— d,
или при условиях

d > I и R^Cd-l.
В обоих случаях из неравенств [9] и [11] следует, 

что требуемых значений г не существует вовсе („мни­
мый[“, нереальный случай).

Предположим дальше, что
R2 -(<*-/)»> О,

Н0 tf2-(rf+/)2< О,
что равносильно двойному неравенству

\d — l\<R<Cd + l. [12]
Тогда, согласно неравенству [9], пределы измене­

ния г даются неравенствами

где положено

заметим, что 
532

0<г<г,

7 =/Я2-(<*-/)*</?;
r~R при d — l, но г < R при d^l-

[13]

[14]



Если, наконец, выполнено неравенство 
R* — >0, или R^>d-\-l,

то, согласно [9], пределы изменения г оказываются 
более тесными, именно, мы получаем:

г<г<г. [15]

ГА6 r = s/R*-(d + l)*> 0. [16]
Таким образом, промежуток, в котором следует 

рассматривать изменение функции <р (г), выяснен. По­
смотрим теперь, какие значения принимает эта функция 
на концах промежутка изменения. Как показывают 
вычисления, значение функции на правом конце про­
межутка, т. е. tf(г), оказывается равным-f-1,0 или —1, 
смотря по тому, будет ли d <7, d = l или d^>l. Значе­
ние функции на левом конце промежутка, определяемого 
неравенством [13], равно

®(0) =
R 4 , 4- /2 _ 

d
i _

2 Rl ’

заметим здесь же, что tp (0) ^ 0 — в зависимости от того, 
которое из неравенств] d2 — ll ^R- имеет место. 
С другой стороны, значение ф(г) на левом конце проме­
жутка, определяемого неравенствами [15], равно

<Р(г)= 1.

Выяснить характер изменения функции <р (г) в рас­
сматриваемом промежутке проще всего посредством 
исследования знака производной К Оказывается, что

? ' ( r )  =  i f  (Ra-r2) 2 -r{r2-(/?2 + ^-/2)}. [17]
Выделим случай, когда

Я2-М2-/2<0,
Т' 6' d2 + R2^l\ [18]

1 Можно избежать ссылки на дифференциальное исчисление, 
обратив внимание на то, что, согласно формуле [8], sin0 пред­
ставляет собою дробную функцию второй степени относительно 
переменной — г2, что дает возможность воспользоваться 
приемами исследования, изложенными в .Добавлении" (стр. 243).
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В этом случае при любых значениях г мы полу­
чаем <р' (г)!>0, и потому с увеличением/'функция ©(/') 
всегда возрастает. Так как из неравенства [18], если 
оставить в стороне „нереальное11 предположение 
d-\-R I, следует неравенство [12], то нам следует рас­
сматривать промежуток 0 <г<>. Итак, в настоящем 
случае при увеличении г от 0 до г функция ср (г) воз-
растает от значения —^----------•, заключенного между
О и 1, до значения 1 (так как а?</).

Допуская теперь, что
й?2 + Я2>/2, [19]

положим
р  =  — / * .  [ 2 0 ]

Тогда производной ср'(г) можно придать вид

«Р'М = -g- (R* - r2)~ Yr (r - p) [r -f p), [21 ]
и отсюда следует, что при г <р функция <?(г) убывает, 
а при г>р возрастает; при г = р она имеет минимум,

Т/Щ _ Л2
равный ср (р) == ——t-.

Посмотрим, однако, попадает ли р в интересующий 
нас промежуток. Таккакр, несомненно, удовлетворяет 
неравенствам р>0 и р>г, то следует рассмотреть три 
возможности: или г<р<г, или р = г, или, наконец, 
р >г. Сравнивая выражение [20] для р и выражение [14] 
для г, мы убеждаемся, что р меньше, равно или боль­
ше, чем г, в зависимости от того, будет ли d меньше, 
равно или больше чем I.

Таким образом, в случае d<^l значение т* = р по­
падает внутрь рассматриваемого промежутка 7*<г<г; 
в случаях же d = l и d^> I оно совпадает с его пра­
вым концом или находится за пределами промежутка, 
так что функция ер (г) в рассматриваемом промежутке 
все время убывает.

Из предыдущего вытекает, что следует различать 
целый ряд различных случаев, определяемых теми или 
иными соотношениями между параметрами d, /?, U 
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причем каждому случаю соответствует некоторый тип 
кривой Уатта.

Эти случаи перечислены ниже. Они несовместны 
и исчерпывают все логические возможности.

I. d<l.

(а) +
<РМ + Л>*. rf* + #2</2;  
(Т) Л*-|-/г*>/2, R<d + l; 
(В) R = d + l ;

(«) R>d + l.
II. d = l.

(?)
(n) /? = </+/; 
(0) >rf + /.

III. d>l.

(x)
(A)/?-)-/><*, d2 >/a-p/?2.
00 rf3 = /2 + tf3;
(V) ri2</2+^2) +
(0 R = d + 1\
(it) R > d  +  l .

Постараемся вкратце характеризовать все эти случаи 
(см. чертеж 77).

j I. d<l.~
(а). Нереальный случай. _
(Р). Функция tp (г) в промежутке 0 < г< г возрастает 

от некоторого положительного значения ср(0) до 1. 
На соответствующей части кривой Уатта при увели­
чении г от 0 до г полярный угол 0 также возрастает, 
а именно, от значения 0О, определяемого уравнением

или
sin 6П = R a  +  1 ‘ -d*

2 R I

tg =
R *  -f- l *  — d “ _________

/[ ( R + i p -rf2] [ Ж - ( R ~ - l ) 2 ]

до значения —. Вся кривая в целом имеет вид верти­
кально стоящей восьмерки.

(р*). Замечателен предельный случай, характери­
зуемый наличием равенства d2-\-Ra=l2. В этом слу­
чае- имеет место отмеченное выше „выпрямление11 
двух пересекающихся дуг в окрестности начала коор-
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динат, причем 
принимает вид

формула для наклона касательных

tg0o =
R

У> — Я*'

sin о, = - или

(у). Функция со (г) в промежутке 0 < г < р  убы­
вает от положительного значения <р(0) до положитель­
ного же значения ®(р), затем в промежутке р-<г<!г 
возрастает до 1. На кривой Уатта полярный угол В 
с увеличением г от 0 до г также сначала убывает от 
60 до 0!, причем

1
затем возрастает до . Восьмерка искажена (четыре 
клювообразных выступа).

■ (5). Этот случай от предыдущего отличается лишь 
тем, что угол 60 равен кривая Уатта в начале ко­
ординат имеет двойную вертикальную касательную, 

(е). Функция <Р(г) в промежутке убывает
от 1 до ср(р), затем в промежутке р < г < г снова воз­
растает до 1. Кривая Уатта уже не проходит через 
начало координат: она разбилась на два овала, симмет­
рично расположенных относительно оси Ох. На оси 
Оу овалы образуют отрезки ±г и ± г.

II.d = I.

При этом допущении уравнение [7] принимает вид:
(х2+у2 — Я2) {(х2+у2)2 — Я2*2-(Я2 — 4/2)у2} = 0, [7']

так что кривая Уатта распадается на основную окруж­
ность х - у *  —  R " 1  и на кривую четвертого порядка

(х2 + у2)2 = Я2Х2 + (Я2 — 4/2)у2.

(£). При возрастании г от 0 до r  —  R  функция <р(г) 
убывает от значения ср (0), положительного и меньше­
го 1, до нуля.

Упомянутая кривая четвертого порядка имеет вид 
горизонтально расположенной восьмерки; касательные 
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в начале координат образуют с осью Ох углы ± 0О, причем 
О < 0о <--5-; их наклоны даются формулой

6 9 jAl/2 — R*
(т(). Этот случай от предыдущего отличается тем, 

что <f(0) становится равным 1, и 60 обращается в ~ .
Кривая четвертого порядка вырождается в две взаим­
но касающиеся окружности хг-\-уг — ± Rx.

(G). С возрастанием г от: г до г функция <р(г) убы­
вает от 1 до 0. Две окружности сливаются в одну 
замкнутую кривую, образующую на оси Оу отрезок

г— У R2  —  4 / 2 .

III. d>L

(/)• Нереальный случай.
(X). С увеличением г от 0 до г функция <р(г) убы­

вает от отрицательного О — 1 )  значения <р(0) до зна­
чения (— 1). На кривой Уатта 0 убывает от 80 ^--------^ <

<С80<СО) до--y ’ Сама кривая имеет вид восьмерки,
как в случае (а).

(р). Так как ср(0) = 0, то и 60—10- Оба овала „вось­
мерки" в начале координат касаются оси Ох. На оси 
Оу они образуют отрезок:

Г =RV------- ,2/___ : .
V  1 + у  р-|_я»

(v). С возрастанием г от 0 до г функция ср (г) убы­
вает от положительного (<Н) значения <р(0) до зна­
чения ^—1). Угол 0 убывает от значения 60 (^О<00<

Кдо- — .

(s). Так как ©(0) = 1, то 0О = -^-. Вначале коорди­
нат имеется самокасание, с вертикальной касательной. 
Отрезок на оси Оу равен г = 2 Уl(R—l).
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(л). При возрастании г от г до г функция ср (г) убы­

вает от 1 до — 1, угол 9 убывает от у до-------------------- .
Кривая Уатта состоит из двух замкнутых сердцеобраз­
ных овалов, взаимно друг друга пересекающих в двух 
точках на оси Ох.

2. Ориентироваться в ситусе Уаттовых кривых дает 
возможность схема, представленная на чертеже 78. 
Основной (первый) квадрант координатной плоскости 
dOЛ прямыми

d-\-R = U d + l = R и l + R = d, 

а также дугой окружности
+ R* = P

и дугой гиперболы

разделен на восемь областей, названных а, р, у, е, х, 
X, v и я—в соответствии с наименованиями „случаев1*, 
рассмотренных в пункте 1. „Предельным" случаям 
8, £, 6, р. и ? соответствуют отрезки линий, а случаю 
•П — одна точка. Параметр I при этом считается постоян­
ным числом, определяющим масштаб чертежа.

Эта схема позволяет по заданным значениям d, R 
и I сразу определить тип кривой Уатта: достаточно 
найти на чертеже соответствующую точку и устано­
вить, какой из четырнадцати „областей", обозначенных 
греческими буквами, она принадлежит.

Возьмем, например, систему значений d=6, R=8, 
/= 10. Значение /=10 фиксирует масштаб: откладывая 
в этом масштабе абсциссу d—6 и ординату R=8, получаем 
точку А, которая лежит на дуге окружности, обозначен­
ной буквой [3* и прилежащей к области, обозначенной 
также буквой (5. Значит, кривая — типа Р (см. пункт 1 и 
чертеж 77р), причем то обстоятельство, что точка А 
лежит именно на самой дуге, говорит о том, что кри­
вая имеет „выпрямление" около начала координат.

Возьмем еще значения d—3, R=4, 1=2. Обозначая 
в масштабе 1=2 точку с координатами (3,4) через 5, 
видим, что эта точка лежит в области v: значит, кри­
вая должна принадлежать к типу v.
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3. Той же самой схемой можно воспользоваться 
и при распределении значений параметров среди уча­
щихся. Каждой точке на схеме соответствует, конечно, 
бесконечное множество систем d, R, I, взаимно меж­
ду собою пропорциональных —в зависимости от произ­
вола в выборе масштаба. Естественно, среди систем 
d, R, I выбирать „простейшие1*, руководствуясь тем, 
чтобы система образовывалась положительными чис­
лами без общих множителей. Желателен также более 
полный охват возможных типов. Мы можем рекомен­
довать примерно следующий список тридцати систем 
значений d, R, I1:

Р Т 5 £ *1
1) 4,2,5 6) 4,4,5 9) 1,6,5 11) 1,10,5 15)2,1,2 17) 1,2,1
2) 3,3,5 7) 1,2,2 10) 4,9,5 12) 1, 4,2 16) 2,3,2
3) 2,4,5 8) 4,8,5 13) 4,10,5
4) * 4,3,5 14) 1, 5,2
б)* 3,4,5

0 \ V- V 5 It
18)2,5,2 20) 6,2,5 23) 13,12,524) 6,6,5 27) 3,5,2 29) 6,12,5
19) 1,3,1 21) 3,2,2 25) 2,2,1 28) 2,3,1 30) 3, 6,2

22) 4,3,2 26) 3,4,2 31) 4, 7,2

4. Как известного рода математический курьез,
можно отметить i появление „паразитных1 (не имеющих
никакого механического смысла) изолированных точек:

1) одна — в начале координат (типы е, 6 и к),
2) две — на горизонтальной оси вне основного 

круга, в симметрическом расположении относительно 
начала (типы а, (3, у, 3 и е). Условие существования такой 
пары точек выражается неравенством

d<l.
5. По поводу точечного построения следует обра­

тить внимание на то, что определение угла б по таб­
лицам тригонометрических величин и откладывание 
полученных углов (с помощью транспортира) представ­
ляет собою излишнюю работу, которую к тому же 
трудно выполнить достаточно точно. Поэтому (см.

1 Первое из трех чисел дает значение Д, второе — значение 
R,  третье — значение I .  Звездочками обозначены примеры типа fs 
с „выпрямлением". Нумерация точек стоит в соответствии с чер­
тежом 78; на нем не поместились, впрочем, точки 23 и 31.
16 В. Л. Гончаров 241



последнюю строку в таблице на стр. 231) можно реко­
мендовать вместо G вычислять _y = rsin6, что связано 
с простым умножением двух строк таблицы, и затем 
о т к л а д ы в а т ь  о т р е з к и . '

6. Устроить самодельный „проверочный" шарнирный 
механизм предполагает довольно высокий уровень 
технического мастерства. Вместо этого (см. чертеж 74) 
вполне возможно, поставив одну ножку циркуля с рас­
творением 2d в некоторую точку Рх окружности Lx 
(с центром Сх и радиусом R), искать другой ножкой 
точку Р2 на окружности Z.2 (с центром С2 и радиусом R); 
затем убеждаться, что середина Р отрезка Р,Р2 лежит 
на построенной кривой; и таким образом испробовать 
самые разнообразные положения точки Рх на окруж­
ности Lv



ДОБАВЛЕНИЕ

ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ ВИДА

Дифференциальное исчисление дает возможность простейшим 
образом (по знаку производной) заключать о том, возрастает или 
убывает данная функция. Во многих случаях, однако, судить об 
этом можно и не прибегая к средствам анализа, именно — ссылаясь 
на одно из ниже перечисляемых предложений, достаточно очевид­
ных, логически же непосредственно вытекающих из свойств 
арифметических действий. В частности, это возможно в случае 
какой угодно дробной функции, у которой степени числителя 
и знаменателя не превышают 2. Настоящее „Добавление" имеет 
целью указать те тождественные преобразования, которым нужно 
предварительно подвергнуть данную дробь, для того, чтобы харак­
тер изменения функции мог быть непосредственно установлен на 
основе упомянутых элементарных предложений. Если эти предло­
жения сами по себе вполне доступны учащимся (в условиях класс­
ной работы на них естественно постоянно ссылаться), то преоб­
разование дробной функции, которое здесь излагается, вряд ли 
целесообразно изучать в классе вместе с учащимися: мы полагаем, 
что преподаватель, основательно разобравшийся в рассматривае­
мом вопросе, в конце урока, п о с л е  того как на доске построен 
по точкам график и попытки решить вопрос о характере измене­
ния функции силами учащихся оказались бесплодными, сам вы­
полнит соответствующее преобразование.

Простейший пример: требуется доказать, что функция вида

убывает при возрастании л: от 0 до у  -д- и затем, достигнув 

в точке х = 1/^ минимума 2 y f  АВ,  далее, при возрастании д:

Оказывается, что достаточно прибегнуть к преобразованию:

1х 2  4- т х  + п  
f ~ ах*  + Ъ х  + с ’

снова возрастает.

А х+4= 2 /АВ+  ( / А * -
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Условимся ради краткости говорить, что в рассматриваемом 
промежутке функции и  (х) и v  (х ) изменяются в о д н о м  и т о м ж е  
н а п р а в л е н и и ,  если обе они — возрастающие или обе — убы­
вающие; напротив, будем говорить, что функции и  (х) и v  (х ) из­
меняются в п р о т и в о п о л о ж н ы х  н а п р а в л е н и я х ,  если 
одна из функций — возрастающая, а другая — убывающая.

Мы будем пользоваться такими вспомогательными предложе­
ниями:

1. Функции и(х)  и и (х )  4 -С  (где С—постоянное число) из­
меняются в одном и том же направлении.

2 и 2'. Функции и (х )  и Си (х)  изменяются в одном и том же 
или в противоположных направлениях, смотря по тому, является ли 
С  положительной или отрицательной постоянной.

3. Если функции и  (х) и v  (х) изменяются в одном и том же 
направлении, то сумма и (х )  -)- v  (х ) изменяется в том же направ­
лении.

4. Если положительные функции и (х )  и v  (х )  изменяются 
в одном и том же направлении, то произведение u(x) -v (x )  изме­
няется в том же направлении.

4'. Напротив, если отрицательные функции и (х )  и v  (х ) изме­
няются в одном и т о м ж е  направлении,, то произведение и (x ) -v  (х) 
изменяется в противоположном направлении.

5 и 5'. В частности, если и  (х) — положительная функция, то 
н2(х) изменяется в том же направлении, что и а(х); если и  (х)— 
отрицательная функция, то i f l  (х ) изменяется в направлении про­
тивоположном.

6. Функции и (х )  и — и (х )  изменяются в противоположных 
направлениях.

7. Если функция и  (х) положительна в некотором промежутке,
то функции и (х )  и и(х) в этом промежутке изменяются в проти­
воположных направлениях.

Т.  Если функция и (х )  отрицательна в некотором промежутке,

то точно так же и  (х ) и изменяются в противоположных на­
правлениях.

Можно, таким образом, относительно всякого промежутка 
в котором функция и (х ) ,  не обращаясь в нуль, сохраняет один,

1
изменяются ви тот же знак, сказать, что функции и  (х) и и(х)

противоположных направлениях.
8._Если функция и (х )  — положительная, то функции и (х )  

и У и  (х )  изменяются в одном и том же направлении (здесь У и  
обозначает арифметическое значение корня).

Предполагая сначала, что старший коэффициент в знамена­
теле отличен от нуля:

«Ф 0.
из дроби

1х 2 тх  + п
[1]/СО­ ЯХ2 -\-bx-4- с
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которую можно считать несократимой, выделим целую часть 
и получим:

,, , I  , 1 (am —Ь1)х  + (ап  - c l )  I  1
/W— а + Я2 ь с  ~ S + a i ' f l( x )>  [2]

где положено:

т х  = am  ■

х2+^х+^- 
mjX-1-п,

/l W == + рх  + q  ’
, b с

■Ы,  П\  — ап  — c l ,  Р=~> q  = ' [3]

В силу соотношений [1] и [2] функция f  (х )  изменяется в 
том же направлении, как и функция /[ (х ); итак, достаточно
рассмотреть изменение функции /j (х ) .

Сделаем дальнейшее допущение, что старший коэффициент 
т 1  в числителе дроби ф(х)  отличен от нуля, т. е.

nil — ат — Ь1 ф 0. [У]
Тогда можно написать:

h (•*) =
где положено:

f -Л*)  ’

х 2  + рх  -f- q  ш (х )

[4]

[5]

<*> (х )  =  X 3 +px-) -q ,  S = — — ; » ( « ) = а ! + Р 1 + ? ф 0 1 .

Из равенства [4] видно, что во всяком промежутке, где функ­
ция/2(х), не обращаясь в нуль, сохраняет один и тот же знак, 
функция /j (х )  изменяется в том же направлении, как и функция /2(х), 
или противоположном, смотря по тому, будет ли от, отрицательным 
или положительным (см. выше предложения 2 и 7).

Рассмотрим теперь изменение дроби /2 (х ) .
В зависимости от знака <о (а) возможны два случая.
С л у ч а й А:

ю(«0<0. [К, Л]
Полагая для краткости

ш О) == — Рг> р = ■/” — <о (^) > 0, 
напишем, после выделения целой части:

М х )  =  ( р  +  2 а )  +  ( х - а ) - - ^ = - а .  [6]

Функция х  — а  возрастающая (см. 1), значит, функция — —
убывающая в каждом из промежутков — ссфхфа  и а^лг^оо 

(см. 2 и 7); тогда функция— — возрастающая в каждом из

1 Из условия ш (а) = 0 вытекало бы, что дробь f i (x )  и, следо­
вательно, дроби /] (х )  и f {x )  были бы сократимы.
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этих промежутков (см. 6); то же справедливо (см. 1 и 3) и для 
функции

Р 2
h ( х )  = (Р +  2а) -f (х  — а) —

С л у ч а й  В:
(о (а) )> 0.

Полагая для краткости
«>(«)  =  Р 2 .  р  =  У ^ ) > 0 ,

представим функцию f%(x)  в виде:

Л (х) = (р + 2а +• 2р) -(- ^ •j/’ х — 
или в виде:

[I'. В]

V*- (при JC> а) [7]

Л (•*) ~ (р  4* 2а — Щ  — (^Уа — х— ]/" ~ ) (при Х<^а) .  [8]

Рассмотрим сначала промежуток a<^jt<^oo. В нем функ­
ция х  — a — возрастающая (см. 1), значит, также и функция Ух  — a

(см. 8); в таком случае функция Ух — < ■ убывающая (см. 7 и 2),

т/" *- ■ возрастающая (см. 6) и, следовательно, функция 

Ух —а —-у—---
у ^ — a

также возрастающая (см. 3). Ее квадрат ( х
__ ’ Кх~

есть возрастающая функция при условии, что ух—д——- Р —
у T-к

т. е. при л: > a -j- р,и есть убывающая функция при условии

>0,
Ух — а

Итак,

<0, т. е. при дт<а + р (см. 5).

функция | убывает в промежутке

а <лг< a + Р и возрастает в промежутке а+ {!<*< оо; таково же, 
согласно формуле [7], в этих промежутках и изменение функ­
ции f 2 (x )  (см. 1).

Подобным же образом рассматривая формулу [8], мы придем 
к заключению, что функция /г(ж) возрастает в промежутке 
— оо У х  у  а  — р и убывает в промежутке а —  р <(.*<( а.

Возвращаясь теперь к функции / }  ( х ) ,  а затем и к функции f (x ) ,  
мы видим, что в с л у ч а е  А  функция f  (х )  (очевидно, не имеющая 
разрыва в точке х  = а)  во всяком промежутке (не считая точек 
разрыва, если таковые все же имеются) убывает или возрастает 
в зависимости от того, будет ли mi = am  — bl  положительным или 
отрицательным.

В с л у ч а е  ж е  В  при т 1 ^>0  функция f  (х) убывает в про­
межутках л:<a — р и и возрастает в  промежутке
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a - ( н е  считая возможных точек разрыва); при 
От!<0 наоборот.

Что касается точек разрыва функции /(х), то выяснить, суще­
ствуют ли они, и затем найти их не представляет труда: для этого 
достаточно применить теорию трехчлена второй степени к знаме­
нателю ах г - { -Ьх  + с .

Нетрудно проверить посредством подстановок, что

(О (а) =
ап  — c l  Ы  — am  
cm  — bn an  — c l

(am  — Ы )2;

отсюда ясно, что имеет место с л у ч а й  А  и л и  с л у ч а й  В,  смотря 
по тому, каковы корни уравнения

(Ы  — am)  х3 — 2 (ап  — c l )  х  + (cm  — bn)  = О

мнимые или действительные. Это уравнение можно удобно запи­
сать в форме детерминанта третьего порядка:

1- -2х хЪ
1 т п
а Ь с

= 0; [9]

само же выражение ш (а) может быть написано в виде отношения

R

I  т

где R  =
I  т п  0 
0 I  т п  
а Ь  с  0 
0 а  Ь  с

[/? — „результант" многочленов, стоящих в числителе и знаменателе 
дроби f  (х ) \ .  Очевидно, знаки ш (а) и R  одинаковы.

Квадратное уравнение, из которого в с л у ч а е  В  можно 
определить максимум и минимум функции /(х), имеет вид:

[ х - ( а - Р ) ]  [ х - ( а  +  р ) ] = 0 ,
или

X» — 2ах + (а2 — Р3) = 0,

что, после подстановки значений а  и р, дает нам снова уравнение [9]. 
Итак, этим уравнением очень удобно пользоваться: если его корни 
действительные, то сразу находятся максимум и минимум функ­
ции /(х); если его корни мнимые, то максимума и минимума "нет.

Полезно заметить, что точка х = а делит пополам отрезок 
между точками максимума и минимума х = а + р. Что представ­
ляет собою точка х = а? Из формулы [4] ясно видно, что это — та 
(единственная) точка, в которой / х  ( х )  обращается в нуль, и, следо­
вательно, на основании соотношения [2] данная функция /(х) 
принимает то значение, к которому стремится при х->- + ао. Итак, 
точка х = а, находящаяся как раз посредине отрезка между точ­
ками максимума и минимума, замечательна тем, что в ней график 
у  — f  (х) пересекается со своей горизонтальной асимптотой.
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Результаты исследования в случае 1' охватываются такой таб­
личкой (в которой положено г  = —т{]\

афО R<  0 R>  0

/->0
Функция всюду1 

возрастает
Максимум в точке х=а  — р, 

минимум в точке х  = а -Ь р 
(„максимум левее минимума") ■

г<0
Функция всюду 1 

убывает
Минимум
максимум

(„минимум

в точке х  = а ■— р, 
в точке х = а фр 
левее максимума")

Здесь:

а + р — корни уравнения
1 — 2х  х*  
I  т п  
а b  с

= 0,

а  — точка пересечения графика с его горизонтальной асимптотой; 
I  т п  О
О I  т п  —дискриминант выписанного

выше квадратного уравнения,R = а Ь  С  О
О а b  с
I  т  
а Ь

— старший коэффициент в этом уравнении.

Обращаясь к случаю, когда
т^=  —г  = am  — Ы = 0, я^О, [I"]

мы видим, что в этом случае функция представляется как вели­
чина, обратная трехчлену второй степени

Л ^ ~ х*  + рх  q  ’
и, если считать свойства трехчлена известными, то исследование 
производится без затруднений с помощью предложений 7 и 2.

Случай: щ = 0, л, = 0 [I"']
вовсе не представляет интереса, так как дробь f (х )  сводится 
к постоянной.

Мы допустили выше, что яфО. В случае, если
а = 0, 6ф0 [II]

функция f (x )  исследуется как раз теми приемами, какими была 
исследована функция /2(дг); если же

а = 0, 6 = 0 ,  с ф О ,  [1-Г]

1 Не считая возможных точек разрыва.
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то функция f (x )  сводится к трехчлену второй степени, свойства 
которого считаются известными.

Случаи [I"], [I"'], [II] и [II'] могут быть включены в приведен­
ную выше табличку как предельные.

Пример 1.

В этом примере
/м =

2х  — 1
х*  — 2х  — 3 ‘

0 2-1 0
0 0 2 — 1
1— 2 — 3 0
0 1-2 -3

= — 15 < 0; г~
0 2 
1—2 — 2<0.

Ни максимумов, ни минимумов нет, функция f (x )  везде (не 
считая разрывов 3 й —1) убывающая.

Преобразование, позволяющее судить об этом непосредственно, 
таково:

Пример 2.

Здесь

2х
х*+ 1

R =
0 2 0 0
0 0 2 0
1 0 1 0
0 1 0 1

= 4>0; г =
0 2 
1 0 — 2 < 0.

Значит, кривая имеет максимум и минимум, причем минимум 
левее максимума; разрывов же нет. Максимум и минимум опреде­
ляются с помощью уравнения

1 — 2х  х*  
0 2 0 
1 0 1

т. е. х 2— 1 — 0.

Тот же результат получается непосредственно из преобразо­
ваний:

/(■*) =

______ 2_
2 4- \  х  —
, ч

(при х^>  0, и тогда 
/(л:)<;1; равенство 
при х—  1),

(при х<^0,  и 
да / (х )  > — 1; 
венство при 
х— — 1),

тог-
ра-
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Пример 3.

Тогда 

R =
1 1 1 0
0 1 1 1
1  — 1 1 0
0 1 - 1 1

., ч х*+# + 1  
/W— x i _ _ x + i  •

= 4> 0; г =
1 1 
1 — 1

— 2 < 0.
Положение такое же, как и в примере 2, Максимум и минимум 

определяются посредством уравнения
1_9лг jt-2
1 1 1 =0, т. е. х 2  —1 = 0.
1-1 1

Непосредственное преобразование:

/(*)=! +
2х

X 3 — X + 1

1 ----- 1 (при -*>0),
1 - / ___  1 \ 2 (при

3+(У-*-7=х) *<°>-

Пример 4.

Мы получаем:

R=.

,, Х2 + 4Х+1 
/ W— *2 — 2х + 1

1 4 1 0
0 1 4 1
1 —2 1 0
0 1— 2 1

= 36 > 0; /г
1 4 
1 - 2

= — 6 <0.
Максимум и минимум определяются посредством уравнения 

1 - 2х х«
1 4 1 =0, или х 2—1 = 0.
1 - 2  1

Но в точке х=  1 имеется разрыв (двойной корень в знамена­
теле) и потому в точном смысле слова максимума в этой точке 
нет, а есть только минимум в точке х=  — 1.

Преобразование: 6
1 + ------------ГТГ (при х> 0),

f i x )—  1 + х2_2х+1~ <

г —  1УХ —~7= 
Vх

1 - —
4 + ( У  — х  ■

1 v 2 (при 
==) ,<о,

/
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ПЕРЕЧЕНЬ УПРАЖНЕНИЙ С ДОБАВЛЕНИЕМ НЕКОТОРЫХ 
ХАРАКТЕРИСТИК

Кг Название
упражнения

Класс 
и чет­
верть

Предмет1 и 
раздел кур­

са

Время, нуж­
ное для 

выполне­
ния2

Упражне­
ния, тема­

тически 
связанные*

1 Построение графиков 
функций по точкам. IX,

Ал, функции 
и графики. У + 2Д

2 Построение графиков 
функций (продолже­
ние). Знак функции, 
возрастание и убы­
вание. Наибольшие 
и наименьшие зна­
чения. IX,

Ал, функции 
и графики.

2У+Д 1

*3 Биквадратные урав­
нения. Кривая дья­
вола. IX,

Ал, повто­
рение квад­

ратных 
уравнений.

У —

. 4 Приближенное вы­
числение корня ал­
гебраического урав­
нения. IX,

Ал, повто­
рение алгеб­

раических 
уравнений. У + Д

• 5 Дробные степени. Ре­
шение одной алге­
браической систе­
мы уравнений. 1Х2

Ал, обобще­
ние понятия 
о степени.

У+Д+У 4

• 6 Параметрическое 
представление кри­
вых. Декартов лист. 1Х2

Ал, повто­
рение функ­

ций. У+Д 1,(22 из I)

*7 Симметрия кривых. 
Кривые Ламэ. IX,

Ал, повто­
рение функ­

ций.
У+2Д (15 из I)

8 Показательная функ­
ция. IX,

Ал, показа­
тельная 

функция и 
логарифми­
ческая фун­

кция.

У + Д (17 из I)

9 Решение одного 
трансцендентного 
уравнения (задача 
о наследстве). IX,

Ал, лога­
рифмы.

У + Д 4,8
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Продолжение

№ Название Класс Предмет 1 и Время, нуж­
ное для

Упражне­
ния, тема-

упражнения и чет­
верть

раздел кур­
са

выполне­
ния *

тически
связанные3

*•10 Жемчужины. IX, Ал, лога­
рифмы. \ у+Д —

11 Обратные функции. 1Х4 Ал, повто­
рение функ-

2 У + Д 1

ций.

•12 Простейшие преобра- Ал, повто-
зования данного гра- рение функ-

У  +  Д (9 из I)графика. 1Х4 ЦИЙ.

13 Интерполяция через Ал, повто-
У + Дтри точки. Xi рение квад- —

*14

ратного
трехчлена.

Лист плюща. Xi Тр, вычис­
ление три-
гонометри­
ческих фун-

кций. У —

•15 Гармонические коле- Тр, графики
бания. Х2

тригономет-
рических
функций. 2 У + Д __

•16 Сложение простых Тр, графики
гармонических ко- тригономет-

лебаний с одинако- рических
вым периодом. х2 функций. У+Д 15

•17 Сложные гармони- Тр, триго-
ческие колебания. нометриче-
'Григонометриче- ские уравне-

У + Дские уравнения. X* ния. 15
*•18 Фигуры Лиссажу. Х2

Тр, форму­
лы приведе-

ния. 2 У  + Д 15
*•19 Гиперболические Ал, повто-

функции. X—XI рение пока-

Затухающие колеба-

зательной
функции. 2 У + Д 8

•20
X-XI

Тр, радиан-
ния. ное измере-

ние углов. 2 У  + Д 15
*21 Розетки. X-XI Тр, повто­

рение гра­
фиков три­
гонометри­
ческих фун-

кций. У + Д 23 из 1 и 15,
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Продолжение

№ Название
упражнения

Класс 
и чет­
верть

Предмет и 
раздел кур­

са

Время, ну­
жное для 

выполне­
ния

Упражне­
ния, тема­

тически 
связанные

*22 Итерации. Уравнение X—XI Ал, повто-
Кеплера.

X—XI

рение алге­
браических 
уравнений. У + 2 Д

* 2 3 Боковая поверхность Г, круглые
(19 из I)усеченного конуса.

X—XI
тела. У+Д

*24 Шарнирные мехапиз- Г, решение
мы. Кривые Уатта. геометри­

ческих за­
дач с при­
менением

тригономет-
21рии. 2 +

1 Ал—алгебра, Г—геометрия, Тр—тригонометрия.
з „тУ -{-пД“  означает: т  классных уроков, затем п  домашних 

заданий.
s В скобках — ссылки на первую часть книги [I] (см. „От авто- 

ра“).
З в е з д о ч к а м и  (*) отмечены З'пражнения, в особенности при­

годные для более углубленной проработки в математическом 
кружке.

Ч е р н ы м и  к р у ж о ч к а м и  (•) отмечены упражнения, пред­
ставляющие интерес в тематическом отношении с точки зрения 
избираемой реальной специальности (для учащихся, собираю­
щихся по окончании средней школы поступить во втузы или на 
физические и математические факультеты университетов и педа­

гогических институтов).
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