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Проблема и цель. В статье рассматривается проблема повышения качества математи­
ческого образования учащихся, в том числе детей с ограниченными возможностями здоровья.
Цель исследования -  построить изучение школьного курса математики на основе технологии 
компетентностного подхода, разработанного и уточненного автором, продемонстрировать 
сказанное на примере первых трех базисных компетенций темы «Делимость целых чисел».

Методология. Основой методологии является интеграция непротиворечивой теории и 
технологии автора о компетентностном подходе и многолетней практики по преподаванию 
указанной темы.

Результаты. Многие ученики, обученные по этой технологии, стали достойными граж­
данами России, докторами наук и профессорами. Целесообразность выбора этой темы обу­
словлена следующими обстоятельствами: она вызывает большие трудности у  учителей (не 
только российских), студентов педвузов и, как следствие, у  старшеклассников, теряющих 
баллы на ЕГЭ; почти нет учебных пособий, способных решить эту проблему.

Заключение. Внедрение компетентностного подхода в процесс изучения школьного курса 
математики будет способствовать повышению качества математического образования и 
личностного развития учащихся, тем самым содействовать подготовке кадров для решения 
глобальной проблемы, поставленной Президентом страны: развивать отечественную каче­
ственную экономику, опережающую зарубежную.
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Постановка проблемы
Как уже отмечено, перед страной постав­

лена очень важная глобальная проблема: раз­
вивать качественную экономику, опережаю­
щую зарубежную. Ее решение напрямую свя­
зано с вопросом: быть России или нет?

Кадры решают все. Большая сила в со­
ставе педагогики и психологии должна ре­
зультативно участвовать в подготовке кадров 
[1-3], компетентных участвовать в решении 
государственных задач [4-8].

Э та статья нацелена на повышение каче­
ства математического образования учащ ихся, 
в том числе, детей с ограниченными возмож­
ностями здоровья и участников С В О , причем 
на основе компетентностного подхода (К П ) 1 
[9], но в условиях современного цифрового 
развития [10-15].

Это звучит парадоксально, так как почти 
все вузы отказались от Болонского соглаше­
ния (БС), следовательно, и от К П . Тем самым 
автору кажется, система образования совер­
шила «Фейербаховскую ошибку»: «вместе с 
грязной водой выбросила и ребенка». Необхо­
димо разобраться, что является «грязной во­
дой» и «ребенком». Очевидно, что «грязной 
водой» является противоречивая теория о 
компетенциях и компетентностях. Н ет ни од­
ного непротиворечивого определения понятия

«компетенция» ни у отечественных ученых, 
ни у зарубежных [16-22] (в английском языке 
вовсе не различаются эти понятия).

Публикаций по этой проблеме много1 2, 
имеется и попытка разобраться в путанице по­
нятий «компетенция» и «компетентность» [9]. 
Добросовестная группа В. Л. Цветкова с со- 
авт. 3 правильно ответила на два вопроса из 
трех: правильны, что К П  -  стратегическая ли­
ния в подготовке профессиональных кадров, и 
структуры  рассматриваемых понятий одина­
ковы (дословно: качества, принадлежащие 
компетентности и компетенции одни и те же). 
Следует особо отметить резкое различие в 
назначении этих понятий. Они относятся к 
различным категориям: компетенция -  дол­
женствование (индивидуум должен), компе­
тентность -  владение (индивидуум компетен­
тен по данной компетенции, если он владеет 
ею, т. е. способен выполнить ту  деятельность, 
которая предусмотрена соответствующей 
компетенцией). Без такого различия: 1) опуб­
ликованы определения компетентности и ком­
петенции; 2) создается противоречивая тео­
рия. По теореме знаменитого немецкого уче­
ного К. Геделя, в противоречивой системе 
можно доказать истинность любого предложе­
ния.
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Это и оправдывает в некоторой степени 
отказ системы образования России от БС. 
Н о положение можно исправить, чтобы спа­
сти компетентностный подход. К П  является 
самой эффективной технологией подготовки 
креативно компетентностных кадров. В  1960­
е годы автор работал учителем математики, 
учил учащ ихся по технологии, которую в 
настоящее время называют компетентност- 
ным подходом. Приведу только несколько фа­
милий моих учеников. Харченко Слава -  
много лет был Президентом всех математиче­
ских университетов М ексики; Цикановский 
Борис -  составил ЭВ-программу, освободив­
шую химиков от рутинной работы; Фокин М и­
хаил -  много лет работал заместителем по 
науке директора И нститута математики СО  
Р А Н  и деканом мехмата Н Г У  и т. д.

Вывод: необходимо спасать компетент- 
ностный подход, вернуть его в вузы и школы, 
особенно в классы с углубленным изучением 
математики. Это очень просто, необходимо: 
1) грязную воду заменить чистой; 2) разрабо­
тать конкретную технологию на основе К П  
для изучения школьного курса математики и 
внедрить ее в учебный процесс вместо обоб­
щенных словесностей БС. Э ти  две проблемы 
автором решены, вашему вниманию будут 
представлены ниже.

Методология исследования
Краткая теория компетентностного 

подхода
Ключевыми понятиями К П  являются 

«компетенция» и «компетентность». Приве­
дем уточненные определения этих понятий в 
изложении автора.

Определение 1. Компетенция в данной 
реалии -  это название функционирующих и бу­
дущих видов деятельности человечества и 
требования к ним.

Из этого определения следует: 1) челове­
честву придется решать конкретные про­
блемы не только некоторой деятельности, но и 
новые проблемы реальной действительности; 
2) компетенция относится ко всему человече­
ству, а не отдельной личности; 3) вторая часть 
определения (и будущ им ...) необходима в 
связи с тем, что компетенций больше, чем 
функционирующих видов деятельности. 
Например, компетенция -  переселение людей 
на другие планеты есть, нет пока такой дея­
тельности.

Требования к компетенциям выражены 
четырьмя глаголами: знать, уметь, владеть и 
развивать, которые составляют методологи­
ческую основу для разработки конкретных 
технологий подготовки компетентных и креа­
тивно компетентных специалистов по основ­
ным компетенциям данной профессии. П о­
этому основной проблемой системы образова­
ния является разработка указанных техноло­
гий и их реализация.

Определение 2. Компетентностью ин­
дивидуума в данной области деятельности 
человечества назовем владение им соответ­
ствующими компетенциями.

Из этого определения следует, что ком­
петентность -  это свойство конкретного чело­
века, она относится только к личности.

Технология внедрения К П  в учебный 
процесс состоит из трех этапов.

Первый этап  -  формирование базисных 
компетенций О И  -  объекта изучения (темы, 
дисциплины, У Д Е  -укрупненной дидактиче­
ской единицы).

Второй этап  -  формирование базисной 
компетентности, т. е. компетентности по всем 
базисным компетенциям ОИ. Состоит из двух 
шагов: ш аг 1 -  «учим мыслям» -  реализуется 
на основе теории и практики; ш аг 2 -  «учим
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мыслить!» -  достигается на основе самостоя­
тельного решения задач специального набора 
и выполнения творческих заданий, активного 
участия на олимпиадах, конкурсах и т. д. 
(здесь автором уточнено высказывание 
И. Канта: «Учить не мыслям, а мыслить»).

Третий этап -  повышение (развитие) 
компетентности в целом. Имеются два вида 
повышения компетентности по данной базис­
ной компетенции: первый -  «внутренний» -  
реализуется в области темы и дисциплины; 
второй -  «внешний» -  достигается за счет ин­
теграции данной базисной компетенции с дис­
циплинами как по профилю, так и вне про­
филя.

Первый этап — формирование базис­
ных компетенций

Базисные компетенции должны удовле­
творять определенным требованиям.

Обучающийся должен:
а) знать определения и свойства базис­

ных понятий, на основе которых создана дан­
ная базисная компетенция; б) уметь приме­
нять данные знания для решения учебно-по­
знавательных и практико-ориентированных 
задач; в) владеть в целом знаниями и умени­
ями для решения стандартных и нестандарт­
ных задач, для постановки проблем и их реше­
ния; г) развивать навыки инновационной, 
творческой и исследовательской деятельно­
сти, непрерывно совершенствуя свои знания 
и умения, владение изученным материалом и 
исследовательской деятельностью в процессе 
изучения последующих тем данной и смеж­
ных дисциплин.

Определение 3. Обучающийся счита­
ется компетентным по данной базисной ком­
петенции, если он владеет компетенциями а)- 
д) по отношению к этой компетенции.

Формирование базисных компетен­
ций объекта изучения ОИ проще проводит

через его базисные понятия. Есть  и другие 
подходы.

Итак, сформулирована теория и техно­
логия КП .

Сказанное продемонстрируем на при­
мере темы «Делимость целых чисел» (обуче­
ние на основе деятельностного подхода). 
Она состоит из 6 базисных компетенций (по­
нятий, представляющих структуру этой 
темы): БК-1 -  Определение делимости целых 
чисел; БК-2  -  Признаки делимости; БК-3 -  Де­
ление с остатком; БК-4  -  Простые, взаимно 
простые и составные числа; БК-5 -  Н О Д  -  
наибольший общий делитель; БК-6  -  Н О К  -  
наименьшее общее кратное.

Структура указанной темы представ­
лена. Осталось выяснить суть компетенций а)- 
г) по отношению к каждой базисной компе­
тенции (назовем их микрокомпетенциями). 
Требования а)-г) к ним указаны.

Н а примере первой базисной компетен­
ции БК-1 продемонстрируем их.

БК-1 -  Определение делимости целых 
чисел

Суть микрокомпетенций БК-1. Обуча­
ющийся должен:

БК-1.1 -  знать определение и свойства 
делимости целых чисел;

БК-1.2 -  уметь доказывать истинность 
этих свойств и применять их для решения 
стандартных, учебно-познавательных и прак­
тико-ориентированных задач;

БК-1.3 -  ставить проблемы и решать 
их, в том числе задачи: олимпиадные, Е Г Э , 
для самостоятельного решения и творческих 
заданий;

БК-1.4 -  развивать навыки инноваци­
онной, творческой и исследовательской дея­
тельности, непрерывно совершенствуя свои 
знания и умения, владение изученным матери­
алом и исследовательской деятельностью.
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Приступим к формированию компетент­
ности по БК-1, начнем с изучения теории. Пер­
вым этапом является реализация первого шага 
«Учим мыслям» (автор, как уже отмечено, 
придерживается принципа: учить и мыслям, и 
мыслить). Достигается за счет усвоения соот­
ветствующей теории и приобретения навыков 
ее применения на практике.

Результаты  исследования
1. К р а тк а я  теория
Определение. Говорят, что целое число а 

делится на целое число b (обозначение а:Ь), если 
существует целое число c такое, что а = b-c.

Свойства делимости:
1. (а /b) Л (b :c) =>  (а :с);
2. (а /b) л (с eZ) =>  (а -с): b;
3. (а :с) Л (b :c) =>  (а ±  b) :с;
4. (а /b) л (n eN) =>  ап : bn;
5. (а : с) л (b/ с) => (а ±  b) /с).
2. П р а кти ка
Она состоит из трех пунктов:
2.1. Решение демонстрационных приме­

ров;
2.2. Решение задач для самостоятельной 

работы;
2.3. Выполнение творческих заданий.
Некоторые задачи последних двух пунк­

тов могут вызвать трудности у учащихся, но 
автор призывает их проявить упорство, при­
выкайте к длительной «осаде». Например, че­
ловечество на решение проблемы о параллель­
ных прямых затратило почти 100 лет; до сих 
пор не дано правильного определения отлич­
ника класса (отличного стрелка); не указан 
правильный критерий для определения побе­
дителя среди двух конкурирующих техноло­
гий (суперактуальная в настоящее время); во

многих странах шкалы для измерения успева­
емости учащихся являются неправильными4 
[23; 24] и т. д. Например, в России приемлема 
шкала оценок 0, 1, 2, 3, 4, 5. Она является 
научно обоснованной, так как содержит 0 (из­
мерение, следовательно, применение матема­
тики, начинается с 0 -  это первая причина, вто­
рая -  на нормативных оценках производят 
4 арифметические действия: сложение, вычи­
тание, умножение и деление, например, при 
нахождении победителя среди конкурирую­
щих технологий; такие операции можно про­
изводить только на шкале отношений -  един­
ственной шкале, содержащей обязательно 0).

Трудности учащихся при решении неко­
торых задач вполне сравнимы (по опыту ав­
тора и его учеников) с трудностями, которые 
испытывают известные ученые при своих от­
крытиях. Привыкайте: одолевать трудности и 
радоваться своему успеху!

2.1. Демонстрационные примеры
Задачи этого пункта состоят из следую­

щих 5 типов:
Т и п  1 -  доказательство всех свойств и 

решение стандартных задач (ликбез);
Т и п  2 -  решение задач на сообразитель­

ность;
Т и п  3 -  решение задач на позиционность 

десятичной системы исчисления;
Т и п  4 -  решение задач ОГЭ, ЕГЭ и олим- 

пиадных;
Т и п  5 -  проявить творческий подход во 

всех предыдущих типах задач (подготовка к 
инновационной, творческой и исследователь­
ской деятельности).

4 Жафяров А. Ж. Критерий КЖ для исследования зави­
симых и независимых выборок в области экспери­
ментальных наук: учебное пособие, 2-е издание, доп.
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Реализация названных пунктов
Тип 1. Ведущий доказывает истинность 

свойства, указанного коллективом. Затем до­
казать справедливость еще нескольких 
свойств общими усилиями.

Цель: убедить в обоснованности прово­
димых операций и приобрести навыки изло­
жения математического текста (пропедевтика 
Типа 5).

В  качестве разминки докажем истин­
ность первого свойства.

Первое свойство: (а-Ь) Л (b -c) => (а-c).
Условие а - Ь означает, что сущ ествует 

целое число k такое, что a = b-k. Далее, из усло­
вия b -c следует, что b =с-р, p Е Z . Тогда a = b-k 
= (c-p)-k = c-(p-k). Отсюда получим, что а-с, так 
как p-k Е Z. Первое свойство доказано.

Стандартные задачи на свойства де­
лимости чисел

1. Найдите целые числа х  и у такие, что

а) (x ^ Х у  +  4) = 7;
б) (y -3)-(х-У + 4) =5.
2*. Докажите, что n 5 -  n делится на n при 

любом натуральном n.
3. Какой цифрой оканчивается сумма 

всех трехзначных чисел?
Ответ: 0.
4. Докажите, что число п 5 при любом 

натуральном n оканчивается на ту  же цифру, 
что и число n.

5. Найдите наименьшее трехзначное 
число, которое делится на 2, но не делится на
4. Ответ: 102.

6. Докажите, что если натуральные числа 
m и n делятся на натуральное число k, то

а) (m -  n) - k;
б) ( т 2 -  п 2') - к 2;
в) (т 2 -п  ) - к 3.
Тип 2. Приведем несколько видов таких 

задач.

Вид 1. Н а доске записаны несколько 
натуральных чисел. Разрешается стереть лю­
бые: а) два числа; б) 4 числа и написать вместо 
них их сумму. Чему равна сумма оставшихся 
на доске чисел после 5 и 11 операций?

Задание 1. Каждый придумывает свою 
задачу по этой теме, решает ее и должен быть 
готовым изложить свое решение перед кол­
лективом.

Задание 2. Решите задачу в общем виде, 
т. е. укажите алгоритм решения указанного 
типа задач.

Вид 2. Даны несколько натуральных чи­
сел. Разрешается: а) к любым двум числам до­
бавить по 1; б) к любым трем числам добавить 
по 1; в) к любым двум числам добавить 1 и 2;
г) к любым трем числам добавить 1, 2 и 3. 
Можно ли уравнять эти числа, сделав такую  
операцию несколько раз?

Замечание. Задания 1 и 2 остаются в силе 
и для этого типа.

Приведем демонстрационные примеры.
Пример 1. Даны 3 натуральных числа а 1, 

а2,а 3. Можно ли уравнять эти числа, приба­
вив по 1 любым двум из них.

Решение. П усть все числа являются раз­
личными. Упорядочим их по возрастанию а 1< 
а2 <  а 3. Прибавим по 1 к первым двум числам 
(иначе говоря, сделаем операцию (1, 1, 0)), 
причем n (n= а 3 — а 1 ) раз. Тогда данная 
тройка имеет вид

(аз, й2 +  п, аз) (1)
П усть k= a 2 +  п  — а 3. Ясно, что k -  нату­

ральное число. Применив операцию (1, 0, 1) по 
отношению к числам тройки (1) k  раз, полу­
чим тройку с одинаковыми числами.

Н И Р. Решите эту задачу в случае, когда 
два числа совпадают.

Пример 2. Даны 4 натуральных числа а 1, 
а2, а 3, а4. Можно ли уравнять эти числа, при­
бавив по 1 любым двум из них.
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Решение. Тройку первых чисел сделаем 
одинаковым методом, примененным при ре­
шении предыдущей задачи. П усть она имеет 
вид: a, a, a, а4, k=a4 — а. Ясно, что k -  целое 
число. Если k = 0, то задача решена. При k = 1 
числа a, a, a, a+1 не могут быть равными ни 
при каких разрешенных операциях. Если k = 2, 
то за счет тройки операций (1, 1, 0), (0, 1, 1),
(1, 0, 1), проведенных над первыми тремя чис­
лами a, a, a, получим, что все числа равны a+2.

Далее, для k = 3 поступаем так: сначала 
для k = 2 находим четверку a+2, a+2, a+2, a+2; 
затем за счет двух операций (1, 1, 0, 0) и (0, 0,
1, 1) получаем четверку, числа которой равны 
a+3 и т. д.

Ответ: нет решения, если при k = 1, за­
дача имеет решение при любом натуральном 
k > 1. Н И Р. Решите эту задачу, если k является 
целым отрицательным.

Тип 3. Приведем несколько таких задач.
Пример.
Во множестве цифр Q = {0, 1, 2, ..., 9} 

найдите решение уравнения:
а) 6- abed  =х2025 ;
б) 7-abcd  =  х2 02 5;
в) 9-abcde  =  ху2  02 5, x  > 6.
Рассмотрим решения первых двух задач.

При решении задачи а) «включим» предыду­
щий тип -  сообразительность. Левая часть яв­
ляется четным числом при любом значении d, 
а правая часть -  нечетное число. Следова­
тельно, данное уравнение не имеет решения.

Решение задачи б). Ясно, что d = 5. Тогда 
данное уравнение представимо в виде 
7-(аЬс -10+5)=х202-10+5. После преобразова­
ний оно имеет вид 7-abc + 3 = х2 02. Получен­
ное уравнение не имеет решения, так как пра­
вая часть окачивается цифрой 2, а левая 
часть -  цифрой, не меньшей трех при любом 
значении цифры с.

Ответ: данное уравнение не имеет реше­
ния.
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Тип 4. Приведем несколько таких задач.
Пример 1. Решите в целых числах урав­

нение х у 2= x  + 2025y.
Ц У : приведите уравнение к виду 

x -(y 2 — 1) =  1-3452-у;
убедитесь, что  х  = у  = 0 — решение; 

если (x, у) -  решение, то (-x, -y) -  решение; при 
у = 1 нет решения; далее ищем решения только 
для у > 2, учитывая, что разность делителей у 
-1 и у +1 равна двум, получим: у -1=1 и у +1=3 
(У = 2); у -1 = 3 и у +1 = 5 (у = 4).

Пример 2. Решите в целых числах си-
(2 х 2 +  2 у 2 +  5 z2 =  13, 

стему { Х2 + у 2 <  5.
Ц У : 1) используя неравенство, найдите 

13 целочисленных решений этого неравен­
ства; 2) учитывая их, убедитесь, что z 2 =  1.

Пример 3 (Е Г Э , 2015). Н а доске напи­
сано несколько не обязательно различных дву­
значных натуральных чисел без нулей в деся­
тичной записи. Сумма этих чисел оказалась 
равной 257. Затем в каждом числе поменяли 
местами первую и вторую цифры. Приведите 
пример исходных чисел, для которых сумма 
получившихся чисел ровно в m раз больше, 
чем сумма исходных чисел, если: а) m = 3; b) 
m > 4; c) найдите наибольшее возможное зна­
чение суммы получившихся чисел.

Решение. а) Задача не имеет решения, 
так как разность сумм чисел после переста­
новки и до перестановки делится на 9, а в рас­
сматриваемом случае 3-257 -  257 = 2-257 иско­
мая разность не делится на 9.

b) Представим данное число следующим 
образом: 257 = 18-13 + 23. После перестановки 
искомая сумма равна 81-13 + 32 = 1085. Легко 
заметить, что 1085 > 4-257.

Ответ: исходными числами могут быть 
следующие: 23 и 18, повторенное 13 раз.

c) Представим данную сумму следую­
щим образом: 257 = 19-12 + 29. После переста­
новки искомая сумма равна 91-12 + 92 = 1184.
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Легко заметить, что полученная сумма явля­
ется наибольшей.

2.2. Задачи для самостоятельного ре­
шения

Пример 1. Решите во множестве цифр 
следующие уравнения:

a) 8-abc =  ху25;
b) b) 3-abed  =  х у 2 02 5.

Ц У : а) не имеет решения; b) аналогичная 
задача решена выше.

Пример 2. Найдите наименьшее нату­
ральное число n = abc, которое обладает свой­
ством Ьас =  5 -abc .

Пример 3. Решите во множестве целых 
чисел следующие уравнения:

1) x-y + 2y + 3 = x;
2) x-y + 2y = x 2 -  4;

3) (2y + 1)-(x-y - 3) = 3.
Пример 4. Имеются контейнеры по 

130 кг и по 160 кг. Сколько было контейнеров 
каждого вида, если известно, они вместе весят 
3 тонны?

Решение. П усть х  и y -  числа указанных 
контейнеров. Тогда 130x + 160y = 3000.

Представим это уравнение в виде: 13x = 
4-(75 -  4y). Натуральное число y меняется в 
пределах 1 < y < 18. Из них только y = 9 удо­
влетворяет полученному уравнению.

Ответ: x  = 12, y = 9.
2.3. Творческие задания
Пример 1. Во множестве цифр решите 

следующие уравнения:
а) х2- abc  =  у2  02 5, если х >  7 ;
б) 125-аЬс = ху 1  2 5, x:3, a> 0, b -  четное 

число;
в) х2- abed = 5у2 024;
г) xy2-abc = 9z2  026.
Решение.
а) Это уравнение решения не имеет, так 

как в левой части четное число, а в правой -  
нечетное.

б) Представим данное уравнение в виде: 
125-аЬс = 1000-ху +  125. Сокращая обе части 
этого уравнения на 125, получим

abc  =  8-ху + 1 ^  10-аЬ +c=80x + 8y +1.
Для истинности этого равенства необхо­

димо (но недостаточно) равенство единиц c = 
8y + 1. Это возможно в двух случаях:

1) y = 0, c = 1;
2) y = 1, c = 9.
Продолжайте решение самостоятельно.
Пример 2. Решите во множестве целых 

чисел следующие уравнения:
a) 2025y = x y 2 — x;
b) b) x 2y  +  у  =  x(2 0 2 5  — 2 y).

Пример 3. Имеются верблюды трех ви­
дов: с одним горбом, двумя и тремя. Сколько 
было верблюдов каждого вида, если общее 
число горбов равно b, причем число верблю­
дов с одним горбом было меньше p части со­
става, а -  число верблюдов с тремя горбами 
делится на четыре?
Версии: a) b = 45, p = 2\3; b) b = 45, p = 1\2.
Ц У  для а): 3a < 45, a < 1 5  и a : 4 , то а G 
{4; 8; 12}.

Ответ для а). При a = 4 значение x  = 33 -  
2y, y G {2 ,..., 16}, где х и у  — численности 
верблюдов, соответственно, с одним и двумя 
горбами. Если а = 8, то x  = 21 -  2y, y G 
{1 ,..., 10}. При a = 12 значение x  = 9 -  2y, y G 

{1 ....... 4}.
Выводы . 1. Индивидуум компетентен 

по первой базисной компетенции Б К  -1, если 
он владеет всеми микрокомпетенциями Б К - 
1.1, ..., БК-1.4.

2. Индивидуум компетентен по теме 
«Делимость целых чисел», если он владеет 
всеми базисными компетенциями БК-1, ... БК-6.

БК-2 -  признаки делимости целых чисел
В  предыдущем пункте продемонстриро­

ван способ изучения БК-1 -  первой базисной 
компетенции рассматриваемой темы. Такую
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же процедуру проведем относительно второй 
базисной компетенции БК-2.

Суть микрокомпетенций БК-2. Обуча­
ющийся должен:

БК-2.1 -  знать основные признаки дели­
мости целых чисел;

БК-2.2 -  уметь доказывать истинность 
этих признаков и применять их для решения 
стандартных, учебно-познавательных и прак­
тико-ориентированных задач;

БК-2.3 -  ставить проблемы и реш ать 
их, в том числе задачи: олимпиадные, ЕГЭ, 
для самостоятельного решения и творческих 
заданий;

БК-2.4 -  развивать навы ки инноваци­
онной, творческой и исследовательской дея­
тельности, непрерывно совершенствуя свои 
знания и умения, владение изученным матери­
алом и исследовательской деятельностью.

Приступим к формированию компетент­
ности по БК-2, начнем с изучения теории. Пер­
вым этапом является реализация первого шага 
«Учим мыслям» (автор, как уже отмечено, 
придерживается принципа: учить и мыслям, и 
мыслить). Достигается за счет усвоения соот­
ветствующей теории и приобретения навыков 
ее применения на практике.

1. К раткая теория
Пусть A = а па п -1 ... а 2а 1 — п  —

местное натуральное число, где a t являю тся
цифрами, причем а п ^  0 .
Все сказанное обозначают так
A = ana n - 1 ... a 2tii -  натуральное число.
Необходимо знать следующие признаки 

делимости целых чисел.

1.1. А • 2 ^  a i  £{ 0, 2, 4, 6, 8} ;
1.2. А : 3 ^  ( я 4 +  ••• +  Яп) : 3;
1.3. А : 9 ^  ( а 4 +  — + a n) : 9;
1.4. А : 4  ^  a 2a 4 : 4;
1.5. А : 8 ^  а 3а 2а 4 : 8 ;
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1.6. А : 5 ^  а 4 : 5;
1.7. А : 25 ^  a 2a 4 : 25;
1.8. А : a  ^  ( a n ... a 4 — a^a^a^ ) : 

а , где a  =  7; 11; 13;
1.9. А : 11 ^  - П2) : 11, где —

сумма цифр в записи числа А, стоящих на 
нечетных местах, П2 -
сумма цифр в записи числа А, стоящих на 
четных местах.

Замечание 1. Все эти признаки часто 
применяются при: а) решении трудных задач 
ЕГЭ и олимпиадных; б) изучении остальных 
тем школьного курса математики.

Замечание 2. Все эти признаки сформу­
лированы в математически совершенной 
форме, т. е. в терминах необходимости и до­
статочности.

Поэтому доказательство истинности 
каждого признака состоит из двух частей.

Поясним на примерах:
а) в общем случае Р ^  Д;
б) признак 1.6. А : 5 ^  а 4 : 5.
Схема доказательства истинности а): 

первая часть (доказательство необходимости): 
дано Р, доказать, что имеет место Д; вторая 
часть (доказательство достаточности):

дано Д, доказать, что имеет место Р.
По этой схеме докажем истинность при­

знака 1.6.
Необходимость. Дано А : 5, 

доказать, что а 4 : 5. Для этого применим ме­
тод от противного. Пусть а 0 не делится на 5. 
Тогда a x £ {1, 2, 3, 4, 6, 7 ,8,9}. В этом слу­
чае А не делится на 5. Полученное противоре­
чие завершает доказательство.

Аналогично доказывается достаточность.
Замечание 3. Приведем пример при­

знака, указывающего только достаточное 
условие.

1.10. Докажите, что (37a -  33b) : 34, если 
(3 a + b) : 34, где а и b -  целые числа.
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Здесь требуется доказывать только до­
статочность. Приступим к решению.

Ясно, что 37a -  33b = 34(a - b) + (3a + b). 
Каждое слагаемое правой части этого равен­
ства делится на 34, следовательно, и левая 
часть делится на это число.

Применяя схему а), докажем истинность 
восьмого и девятого признаков.

1.8. А I а (ап ... а 4 — а3 а2 а .  ) I
а, где а = 7; 11; 13.

Необходимость: дано А - а , доказать, 
что (ап ... а4 — а3а2а1) - а . Число А пред­
ставим следующим образом

А = ап ... а4 - 1000  + а3а2а±
или
А= 333333333 IOOI — ( ап ... а.з — 

а3а2а1 ) (2)
В равенстве (2) делятся на а  левая 

часть и первое слагаемое. Отсюда следует, что 
на это число делится и второе слагаемое.

Переходим к доказательству достаточ­
ности. В равенстве (2) каждое слагаемое пра­
вой части делится на а, поэтому и левая часть
-  А -  делится на а.

Доказательство завершено.
1.9. А I 11 ^  - П2) I 11.
Представим следующим образом число
А = + 10^ 2 + ЮОЯ3 + 1 0 0 0 я 4 +

-  = а4 + (11 а2 — а2) + (9 9 а 3 + а3) + 
+ (1 0 0 1 а 4 — я4) + ••• =  ( - ^ 2) + 11-B,

где B -  натуральное число.

Получили
A= ( - П2) + 11B  (3)
Из этого равенства следует истинность 

рассматриваемого признака.

2. Демонстрационные примеры
Пример 1. Докажите, что произведение 

последовательных: а) трех целых чисел де­
лится на 6; б) четырех целых чисел делится на 
24; в) пяти целых чисел делится на 120.

Решения:
а) . Пусть А = а(а+1)(а+2) -  искомое про­

изведение. Среди этих множителей имеется 
хотя бы одно четное число. Следовательно, 
число А делится на 2. Далее, если: 
ах) число а делится на 3,то А I 6; а2) при
делении а на 3 дает остаток 1, то (а+2) - 3 и А - 
6; а3) при делении а на 3 дает остаток 2, то 
(а+1) I 3 и А I 6.

Задача а) решена.
б) . Пусть А = а(а+1)(а+2)(а+3) -  искомое 

произведение. Среди этих множителей име­
ются два четных числа, причем одно из них де­
лится на 4. Следовательно, число А делится на
8. Далее, из а) следует, 
что число А делится на 3. Поэтому А I 
24.

Задача б) решена.
в) . Рассуждая так же, как и при решении 

задачи а), убеждаемся, что искомое произведе­
ние А = а(а+1)(а+2)(а+3)(а+4) на 5. Далее, при­
меняя результаты задачи б), приходим к вы­
воду, что А I 24. Следовательно, А I 120.

Пример 2. Докажите, что А = 102026 -  1 
делится на 99.

Решение. Представим число А следую­
щим образом:

А = 1001013 -  1 = (100 - 1)( 1001012 + 
1001011 +  - +  1) = 99-В,

где В -  натуральное число. Отсюда сле­
дует, что А I 99.

Пример 3. Докажите, что x y z ab . I 53 ^  
(аЬс — 7 - г ) .  ) I 53.

Решение. Представим число А = x y zab . 
следующим образом:

А= x y z ab . = rp-lO O O  + a b .
Аху.. • (53 • 19 — 7) +  a b .  ;

A = 53-B + ( a b .  -  T-xy..) (4)
Из (4) следует решение данного примера.
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Пример 4.
Найдите натуральное число А  = 2026ху, 

которое делится на: а) 35; б) 33.
Решите эти задачи двумя способами: 

первый -  на основе признаков делимости; вто­
рой -  на основе знаний, полученных при изу­
чении первой базисной компетенции БК-1.

Решение а). Первый способ -  на основе 
признаков делимости на 5 и 7 (З5 = 5-7). Число 
А  делится на 5 тогда и только тогда, когда у = 
0 или у = 5. Теперь применим признак делимо­
сти на 7: А  : 7 ^  (202 -  6 х у ) : 7 ^  (398 +  
10х +  у )  :7.

Или (6 +3x + у) :7. Полученное предло­
жение достоверно при: у = 0 и x  = 5; или у = 5 
и x  = 1 или x  = 8.

Ответ: 202650; 202615; 202685.
Второй способ. Данное число предста­

вим следующим образом:
А  = 202600 + ху , где 202600 = 5788-35 + 

20. Отсюда следует, что А  : 35 ^  (20 + х у ) : 
35. Последнее верно при х у ” £ {15; 50; 85}.

Ответ: такой же.
Пример 5. Найдите все значения цифры 

а, при которых сумма А=15 + 3а4 делится на:
a) 9; б) 8.

Ответ: а) 5; б) нет такой цифры, так как 
А  : 8 ^  (319 + 10a) : 8, что не осуществимо, 
примените метод от противного.

3. Задачи для самостоятельного решения
Пример 1. Найдите наименьшее нату­

ральное число 2026аЬ , которое делится на: а) 
33; b) 65; c) 56.

Пример 2. Найдите наибольшее нату­
ральное число 202 7ab, которое делится на: а) 
35; b) 66; c) 56.

Пример 3. Сколько имеется чисел вида 
2 026ab, каждое из которых делится на: a) 12;
b) 55; c) 39.

Пример 4. Докажите, что: а) 112026 -  1 
делится на 120; б) 3332025 : 37.

Пример 5. Докажите, что число abed 
тогда и только тогда делится на 101, когда 
ab =  cd .

Пример 6. Найдите четыре натуральных 
числа, делящихся на 11, в записи которых ис­
пользованы все цифры, причем только один 
раз.

Ответ: 986513240, 9873546210,
9576843210, 9875634120.

Ц У : примените признак делимости на 11 
по отношению к числу 9876543210.

4. Творческие задания
4.1. Докажите все оставшиеся недоказан­

ными признаки.
Ц У : используйте схему а).
4.2. Сочините по одной задаче, аналогич­

ные решенным. И х решения письменно офор­
мите по принятым стандартам.

БК-3 -  Деление с остатком

В  этом пункте теория состоит только из 
одного определения.

Определение. Разделить натуральное 
число a на натуральное число b с остатком -  
значит найти такие неотрицательные целые 
числа p и r, что

a= b-p + r, 0 < r < b.
Число r называется остатком, p -  непо­

лым частным.
Э та третья базисная компетенция играет 

важную роль при решении трудных задач тек­
стовых и на целочисленность переменных, в 
частности задач Е Г Э  и олимпиадных. Решения 
наиболее важных типов задач приведены 
ниже.
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1. Демонстрационные примеры
Пример 1. В  круге находятся 43 ка­

мешка. Играю т двое по правилу: брать можно:
а) от двух до пяти; б) от одного до семи. В ы ­
игрывает тот, кто сделал последний ход. Кто  
выиграет, начавший (первый) или второй?

Решение. а). Разобьем 43 на семерки с 
остатком: 43 = 7-6 + 1 .  Н а круге находятся 
7 кучек: в одном кучке -  один камешек, 
остальные шесть кучек содержат по 7 камеш­
ков. Первый не имеет права брать один каме­
шек, поэтому вынужден брать их из какой-ни­
будь кучки с семью камешками, соблюдая 
правила. Второй берет оставшиеся камешки 
этой кучки и т. д. (имеет право).

Ответ: выигрывает второй.
б). Решите самостоятельно. Ц У : разби­

вайте на восьмерки 8 = 1 + 7.
Ответ: выигрывает первый.

Пример 2. Можно ли получить 2026 кус­
ков из целого листа бумаги, если каждый раз 
разрешается рвать один из уже имеющихся 
кусков (или листа в начале) на: а) 5 частей;
б) 6 частей; в) 7 частей?

Ответ: а) нельзя; б) можно; в) нельзя.
Решение: 1) каждый раз при разрыве на 

n частей число кусков увеличивается n -1 кус­
ков, так как один кусок расходуется при сле­
дующем разрыве; 2) первый процесс начина­
ется с 1 (с одного листа). Следовательно, при 
делении 2026 на n -1 остаток должен быть рав­
ным 1. Это имеет место при

n = 6: 2026 = 5- 405 + 1,
но не имеет места при других значениях n.
Пример 3. Среди любых n + 1 натураль­

ных чисел сущ ествую т два числа, имеющие 
одинаковые остатки при делении на n.

Пример 4. Имеет ли решение в целых 
числах уравнение

3 х2 -  4у 2 = а (а  е { 2025, 2026, 2027})?
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Примечание. Основными методами ре­
шения задач на целочисленность являются де­
ление чисел с остатком и разбиение задачи на 
части (расчленение) или их комбинация. Н а 
примере решения данной задачи продемон­
стрируем сказанное.

Решение. 1. При делении числа а  на 4 по­
лучаю тся следующие остатки 2025 = 4-506 + 1; 
2026 = 4-506 + 2; 2027 = 4-506 + 3.

Следовательно, если уравнение имеет 
решение, то при указанной операции выраже­
ние 3 х2 дает такой же остаток, что и соответ­
ствующее значение числа а. При делении на 4 
остатками являются для числа 
х 2: 0 и 1; для 3х2: 0 и 3 (проведено расчлене­
ние -  второе слагаемое исключено из рассмот­
рения за счет деления на 4 и учтены остатки 
при делении на 4 первого слагаемого). Отсюда 
следует, что первые два уравнения не имеют 
решения в целых числах, возможно имеет ре­
шение третье уравнение:

3 х2 -  4 у 2 =  2027 (1)
Это уравнение достойно серьезного вни­

мания. Есть три способа решения таких урав­
нений: перебор (очень громоздкий), еще раз 
обратиться к делению с остатком, тем более 
начало уже есть. Выш е отмечено, уравнение 
(1) может иметь решение, если при делении на 
4 число х2 дает в остатке 1. Тогда х  = 4к ±  1 
(возможно появление посторонних решений, 
отсеем проверкой). В  этом случае уравнение 
(1) имеет вид:

3(16fc28 ±  к)  +  3 - 4 у 2 = 4-506 + 3 ^  3- 
(4 к2 ±  2к)  - у 2=506 ^

3- (2 к 2 ±  к)  - 2 z 2=253, где y=2z. 
Полученное уравнение имеет решение 

только при нечетных значениях k. В  этом слу­
чае число 2 к 2 к  является нечетным, обозна­
чим его так (применяется упрощающая под­
становка):

2 к 2 ±  к  = 2Л + 1  (2)
Тогда получим уравнение
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3Л= z 2 + 125 (3)
Уравнение (3) можно решить перебором 

(очень громоздким): z 2 = 400, z  = 20 ,у  = 
40, Л =  175. Из уранения (2) получим к = 
13, далее x = 53. Такой длинный путь решения 
этой очень серьезной задачи. Но есть еще тре­
тий путь: расчленить задачу на две части 
напрямую, без деления с остатком, включив 
сообразительность.

Идея:
пусть второе слагаемое уравнения (1) не 

влияет н а 27  (десятки и единицы числа 2027) (4)
Опишем эту идею на языке математики 

(оматематизируем): из (4) следует, что:
1) переменная у = а 0 = 10a;
2) последняя цифра х 2 равна 9, поэтому 
х=Ь3, х 2 =  Ь2 100 +  2 10Ь- 3 +  9, 
причем число х2 не должно иметь десят­

ков, т. е. 2b = 10, b = 5, x = 53. Тогда 3х2 = 8427. 
Сравнивая полученное число с 2027, прихо­
дим к выводу

4 у 2 =  4 ■ 100а2 =  6400, а 2 =  16, а  =  4,
у =40.

Ответ: х = 53, у = 40.
Пример 5. Найдите 16 целочисленных 

решений уравнения
3x2 - y 2 +  4z2 = 2010 (1)
Решение. Если данное уравнение имеет 

решение, то при делении на 4 обе части этого 
уравнения должны давать одинаковые 
остатки. Правая часть 2010 = 4 ■ 502 + 2 дает 
остаток, равный 2 .

Числа х2 и у 2 при указанной операции 
дают остатками 0 или 1, число 3х2: 0 или 3; - 
у 2: 0 или — 1. Отсюда следует, если х = 4k ±  
1 и у =4n ±  1 (k, n -  целые числа), то

3х2 — у 2 =  4Л + 2 , (2)
т. е. возможно уравнение имеет решение. 

Тогда (1) имеет вид:
4Л + 2  + 4 z2 = 4 ■ 502 + 2 ^

Л + z 2 = 502. (3)

Получили простое уравнение, которое 
легко решить методом подбора.

Пусть z 2 =  222.
Тогда Л = 1 8 ,  уравнение (2) имеет вид 

3х2 — у 2 =  74.
Отсюда следует: при у 2= 1 значение х 2= 

25. Тем самым найдено одно решение x = 5, y 
= 1, z = 22. Остальные 15 решений легко полу­
чить за счет замены знаков «+» и «-».

Пример 6. В магазине было 5 ящиков с 
гвоздями весом в 7, 8, 11, 12, 14 кг. Два поку­
пателя взяли 4 ящика наибольшего общего 
веса, причем с отношением весов 2:3. Какой 
ящик остался в магазине?

Решение. Пусть 2х кг гвоздей купил пер­
вый покупатель, тогда 3х кг купил второй. 
Следовательно, всего куплено 5х кг гвоздей, 
поэтому суммарный вес купленных 4 ящиков 
делится на 5.

Рассмотрим остатки чисел
7, 8, 11, 12, 14 при делении на 5:
2, 3, 1, 2, 4 остатки (1)
Из (1) следует, что куплено 4 ящика с но­

мерами либо 1, 2, 3, 5; либо 4, 2, 3, 5. По усло­
вию задачи требуется наибольший общий вес. 
Поэтому куплена вторая четверка ящиков, в 
магазине остался первый ящик.

Ответ: первый ящик.
Пример 7 (ЕГЭ, 2015). На доске напи­

сано не обязательно различных двузначных 
чисел без нулей в десятичной записи. Сумма 
этих чисел равна 572. Затем в каждом числе 
поменяли местами первую и вторую цифры. 
Найдите наибольшее возможное значение 
суммы получившихся чисел и укажите эти 
числа.

Решение. Представим 572 = 19-29 + 21. 
Тогда наибольшее значение суммы получив­
шихся чисел равно 91-29 + 12 = 2651 -  это от­
вет на первый вопрос. Ответ на второй: полу­
чившимися числами являются: 12 и 91, повто­
ренное 29 раз.
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2. Задачи для самостоятельного решения
1. Решите в целых числах уравнение 3у =

2025 -  х 2.
Ответ: x  = 3k, у = 675 -  3к 2, k  GZ.

2. Докажите, что из n последовательных 
целых чисел только одно делится на n.

3. Обоснуйте некорректность утвержде­
ния: если (а 3 4 +  Ь3) • 3 ,то  а 3 • 3 и Ь3 ■ 3.

ЦУ: достаточно привести контрпример, 
например, не делящихся на 3 чисел a = 3k + 1 и 
b = 3m -  1. Вы  придумайте свой контрпример.

4. Докажите, что в целых числах уравне­
ние 3 х2 — у 2 — 4 z 2 = 2027 им еет не менее 
16 решений.

Ц У : 1) делением на 4 обеих частей дан­
ного уравнения убедитесь, что уравнение 
имеет решение, если у  делится на 4, а число х 2 
дает в остатке 1 (число х: остаток + или -  еди­
ница, возможно появление постореннего ре­
шения, устраните проверкой), 2) примените 
упрощающую вычисления подстановку (см. 
пример 5).

Ответ: основные: (27, 4, 6); (27, 12, 2), 
остальные за счет смены знаков.

5. В  магазине было 7 ящиков с гвоздями 
весом в 7, 8, 11, 12, 13, 14, 15 кг. Трое покупа­
телей взяли 5 ящиков, причем с отношением 
весов 1:2:3. Какие ящики остался в магазине?

3. Творческие задания
1. Обобщите условие задачи Примера 1 и 

исследуйте проблему о победителе.
2. Обобщите условие задачи Примера 2 и 

исследуйте проблему о возможности разбие­
ния листа на n частей.

3. Докажите, что уравнение 3 х 2 — у 2 —
4 z2 = 2027 имеет 32 целочисленного решения. 
Найдите наибольшее число целочисленных 
решений этого уравнения.

4. Обобщите условие задачи Примера 6 и 
разработайте алгоритм решения полученной 
задачи.
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5. Обобщите условие задачи Примера 7 и 
разработайте алгоритм решения полученной 
задачи.

Заключение
1. Теория и технология К П  компактна 

и доступна. Предложенный по математике 
подход применим и для многих других дисци­
плин.

2. Практика применения К П  в учебном 
процессе вызывает определенные трудности. 
Это связано с тем, что К П  предназначен для 
того, чтобы обучающийся умел думать и тво­
рить -  это первая трудность; вторая -  обеспе­
чение компетентности требует учета всех ха­
рактеристик изучаемого объекта. Такую  труд­
ную практику целесообразно реализовать на 
основе деятельностного подхода.

3. Благородному делу поможет регу­
лярно действующий обучающий семинар учи­
телей и учащ ихся. «Овчина стоит выделки», 
так как за К П  будущее. Это будет способство­
вать решению глобальной поставленной Пре­
зидентом проблемы: развивать качественную 
экономику, опережающую зарубежную, -  и 
успеху начавшегося в стране движения: дать 
одаренным отличникам специальное образо­
вание. Автор готов участвовать в этом деле.

4. Статья содержит обучающие ас­
пекты: даны с решениями задачи высокого 
уровня трудности и разнообразные методы их 
решения, поэтому полезна и учащимся 5­
11 классов. Усвоение таких материалов будет 
способствовать повышению качества матема­
тического образования и содействовать 
успеху учащ ихся, детей с ограниченными воз­
можностями здоровья и участников С В  О на 
Е Г Э , олимпиадах и конкурсах.

Целесообразно опубликовать такие ма­
териалы по всем темам школьной математики.
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Studying the school m athem atics course based 
on the competence approach

Akryam  Zh. Zhafyarov и  о 1

1 N ovosibirsk State Pedagogical University, 
Novosibirsk, Russian Federation

Abstract
Introduction. The article discusses the problem o f improving the quality o f  mathematical 

education in secondary schools. The purpose o f the study is to build school mathematics course based 
on the competence approach developed and refined by the author, to demonstrate what has been said 
using the example o f the first three basic competencies o f the ‘Divisibility o f  integers ’ topic.

Materials and Methods. The basis o f  the methodology is the integration o f the author’s consistent 
theory and technology about the competence approach and long-term practice in teaching this topic.

Results. Many students trained using this technology have become worthy citizens o f Russia, 
doctors o f sciences and professors. The expediency o f choosing this topic is due to the following 
circumstances: it causes great difficulties fo r teachers (not only Russian ones), students ofpedagogical 
universities and, as a result, fo r high school students who lose points on the Unified State Exam; there 
are almost no textbooks capable o f solving this problem.

Conclusions. The introduction o f a competence-based approach into the process o f studying 
school mathematics will help improve the quality o f mathematical education and personal development 
ofstudents, thereby contributing to preparing future professionals to solve the significant problem posed 
by the President o f  the country: to develop the Russian economy ahead o f the foreign ones.

Keywords
Competency; Competence; Competence approach; Integration o f theory and practice.
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